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I parcijala

1 Predavanje 1

1.1 Nedostaci pojma Riemannovog integrala

Primjer 1.1.1. Trazimoniz f,, — ftakavda f, € R([0,1]),ali f ¢ R([0,1]). Tada lim f,(z) =
n—oo

1
f(z),a [ f(z)dz ne postoji.
0
Definisemo

)1, xeQno,1],
f@_{o, relno,1l.

folz) = {17 r€{q,q; - qn},

0, inacena [0,1].

Svaka f,, ima samo kona¢no mnogo tacaka prekida, pa f,, € R[0, 1]. Jasno je da f,, — f svuda
na [0, 1] kada n — oo.
Medutim, f ¢ RI0, 1]. Zaista, za svaki a € [0, 1] mozemo naci dva niza koji konvergiraju
ka a:
pn—a, pn€QNI0,1], rn—a, 1, €1NI0,1],

paje f(pn) =1 # 0= f(r,) za sve n,m, §to znadi da je f prekidna za svako = € [0, 1], dakle
/ nije Riemann integrabilna. O

Napomena 1.1.2. Vidje¢emo u nekom od iduéih predavanja da skup [0, 1] ima Lebesgueovu
mjeru jednaku 1.

Primjer 1.1.3. DefiniSemo

fo() = {n, T € (0, 5),

0, inacena [0,1].

Za svako n:
1 1/n 1
1
/fn(x)dx:/ndx+/0dx:n-—:1.
n
0 0 1/n

Dakle f,, € R|0, 1]. Izra¢unajmo lim,, .. f,(2):
e z=0:f,(0)=0—0.
« x>0,z €[0,1]: postoji ng € IN takav da nio < z,pa fu(x) = 0zasven > ng.

Dakle f,, — f = 0na [0, 1]. Funkcija f = 0 je Riemann integrabilna i vrijedi:

/1f(x) dx = 0.
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Zakljucak:
1 1

/fn(x) de =1 # O:/Jgrglofn(x) dx.[]

f(@)

Primjeri 1 i 2 ilustriraju nedostatke Riemannovog integrala.

1.2 Mjerana R"

Posmatrajmo R". Zelimo svakom E C R" pridruZiti mjeru uE € [0, +00) takvu da vrijedi:

(@) M(@l E) = 2 pE;.

(i) £ ~ F = uE = pF. Pri temu je' ~ relacija podudarnosti (kongruencije), tj. £ ~ F
znaci da se E/ moze transformisati u /' putem translacije, rotacije ili simetrije.

(i) pQ =1, Q=1[0,1)"

Pokazimo da ve¢ u R mozemo naci skup za koji takva funkcija ne postoji.

1.3 Vitalijev primjer nemjerljivog skupa
Posmatramo / = [0, 1). Defini$imo relaciju ~ na I na sljedeéi naéin:
T~y <= r—y€QqQ,

MSP da je ovo relacija ekvivalencije, sa klasama ekvivalencije [z]. = {y € R : x ~ y}.

Npr. [%] _=10,1)NQ je jedna klasa, a [‘/75} jos jedna njoj disjunktna klasa.

Da bi dobili osjecaj sta ove klase predstavljaju, posmatrajmo [a]. = {r € R: 2z — a € Q}
za proizvoljno a € R. Dakle, z € R pripada [a]., akko x — a = ¢, za neko q € Q, pa se [a]~
sastoji od svih elemenata x € R za koje vrijedi * = a + ¢, za neko ¢ € Q N [—a,a). Onda za
primjer iznad imamo [*/75] = {‘/75 +qg:q€e@Qn [—‘/75, ‘/75)}

Aksiom izbora nam sada omogucuje da iz svake klase ekvivalencije uzmemo jednog pred-
stavnika klase i defini§emo skup N C [0, 1) kao skup predstavnika klase.

DefiniSimo sada operaciju 4+ na [0,1) sa x + y := {z + y} (razlomljeni dio). Za svako
r € QNJ0,1) definis$imo

N,=N+r={{z+r}:2 €N}
Vrijedi
N, =((N+7r)n[0,1)) U ((N+r—1)n[0,1)).
Tvrdnja 1.3.1. Akory, 7 € QN [0,1)ir; # ro, tada N,, N N,, = @.
Dokaz. Pretpostavimo da 3z € N,, N N,,. Tada postoje x1, x5 € N takvi da
{z1+7r} = {xs + ra}.

Iz togaslijediz; + 7y = 2o +moilizy +1r =20+ 1o 1Lt 21 — 29 =19 — 1y € Q, dakle
X1 ~ To. Ali 21 1 29 su predstavnici razli¢itih klasa ekvivalencije, pa imamo kontradikciju. [
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Dalje, vrijedi

0y= |J M.

reQn(o,1)

Jer, za svaki x € [0, 1) postoji jedinstveno y € N ig € Q takvida x = {y + ¢}. Stavimo?
r={q¢+1}€Qn0,1),pazx € N,.

Dakle [0, 1) smo razbili na disjunktne podskupove N, i|J N, je prebrojiva unija. Pretpos-
tavimo da p zadovoljava uvjete (i)—(iii). Ako 1[0, 1) = 1, imamo:

1= (W N)E Y N
reQn(o,1) reQ[o,1)
Iz N,, ~ N,, zbog osobine (ii) slijedi da uN,, = uN,,. Tada:
« Ako pN, > 0: red na desnoj strani iznad divergira, pa +00 # 1.
o Ako pN, = 0: suma je 0 # 1.

Kontradikcija u oba slucaja. Dakle, [0, 1) nije mjerljiv, postoje skupovi kojima se ne moze
pridruZiti mjera sa osobinama (7), (i7), (4i7).

Napomena 1.3.2. Bez aksioma izbora ne mozemo dokazati da nemjerljiv skup postoji’.

2+1 nam treba da sredimo slucaj kada ¢ < 0.
3Solovay, 1970



1.4 Sigma-algebra

Definicija 1.4.1. Neka je X # & skup i .4 neprazna familija podskupova od X. Ako vrijede
uslovi

1 g, XeA
2 Ac A= Ace A

3 Adiedi=1,....n=>UAed

=1

onda A nazivamo algebrom od X.
Napomena: Uvjet (1) nije nuzno posebno traziti jer iz X # &, (2) i (3) slijedi:
AeAdB arcaB ava=xca8 x=gcA
Definicija 1.4.2. Neprazna familija A podskupova od X # @ je o-algebra ako:
(i) Ac A= A€ A,
(i) A, € Azasveie N= |J A; € A
i=1

Svaka o-algebra je algebra, ali obrnuto ne vrijedi.

Primjer 1.4.1. Trivijalne o-algebre:
A = {2, X}, Ay = P(X),
Primjer 1.4.2. Jo$ jedna jednostavna o-algebra:
As = {2, A, A°, X'} za neki fiksan A C X.

Primjeri
Primjer 1.4.3. Neka je X # @i

A ={A C X : Aje prebrojiv ili A je prebrojiv}.
Tada je A o-algebra.
Zadaca 1
Primjer 1.4.4. Neka je X # @i

A ={AC X : Ajekonacan ili A°je konacan}.

Ispitati je li A algebra i/ili o-algebra za svaki od sljedeéih slucajeva:

Skup X Algebra o-algebra
X konacan ? ?
X prebrojiv (beskonacan) ? ?
X neprebrojiv ? ?




2 Predavanje 2

Kakoje (E; = < N E;) to vidimo da su algebre, odnosno o-algebre zatvorene u odnosu na

konacne, odnosno prebrojive, presjeke.
Primjetimo da je algebra .4 o-algebra ukoliko je zatvorena u odnosu na prebrojive disjun-
ktne unije. Zaista, neka je £; € A, i € IN. Stavimo

\(Ur)-mn(Ur)

odakle slijedi Fj, € A isvi F; su medusobno disjunktni i | J;° E; = |J;° F;. Ovo nam pokazuje
da proizvoljan niz skupova mozemo zamijeniti nizom disjunktnih skupova.

2.1 Elementarne familije

Definicija 2.1.1. Familija £ podskupova skupa X koja zadovoljava sljedece osobine naziva se
elementarna familija:

i) gef
ii) B, Fef=FENFe&
iii) ako F € £ onda je E° konac¢na disjunktna unija elemenata iz £
Propozicija 2.1.1. Familija A kona¢nih disjunktnih unija elementa od & je algebra.

Dokaz. Trebamo provijeriti da li je familija A zatvorena u odnosu na konac¢ne unije i komple-
mente.

1) Primjetimo daje £ C A

2) Pokazimo sada da za bilo koje A1, ..., A,, € £ (ne nuzno disjunktne) vrijedida | € A.

i=1
Podjelicemo dokaz u 2 dijela.

1° Pokazimoda Ac AiBef = AUBe A

AcANBeE=A=HA Acf i B°=|4B; B c&

=1 =1

Tada je

AﬂBC:(UA> <J@B) Q@A N B))

Sto je kona¢na unija disjunktnih unija elemenata iz £, B € £i (AN B¢) N B = &, pa slijedi
AUB e A

2° Pokazimo sada da ako {A;}7_, € £,n > 2 = U Aje A
7=1
Za n = 2 rezultat direktno slijedi iz 1) i 2).1°. Pretpostavima da jen > 21ida prema

induktivnoj ptp. vrijedi Un_l Aj € A Tadaiz2).1° = Jj_, A; = U A;UA, € A Dakle,

A je familija kona¢nih unija el. iz £. Pokazimo sada da je A algebra Kako je A familija
konac¢nih unija elemenata iz £, odmah slijedi da je A zatvorena u odnosu na konacne unije



(kona¢na unija kona¢nih unija je opet kona¢na unija). Ako A € Aonda A = J A, gdje su A,
=1

j
n;j

disjunktni skupovi iz €. Tada za svako j € {1,...,n} imamo A§ =

i=1

Bj,i; B],z eé. Dakle,

n n "y

A=A =NUBu=U{Buun. . .0Bujn: 1< <np, 1 <k <n}

j=1 j=1i=1

pa slijedi da je A° kona¢na unija ¢lanova iz £, dakle A° € A. Ovim smo dokazali da je A
algebra. [

Primjer 2.1.2. Presjek o-algebri je opet o-algebra.

Dokaz. Neka je F := () A, proizvoljan presjek o-algebri A,, « € I. Tada
acl

AeF=AcAVaecl=AcANVael=Ac(Aa=F

ael

Sli¢no se pokazeiza A; € F,i € N= |J 4; € F. O

=1



2.2 Borelove o-algebre

Neka je X proizvoljan metricki prostor (ili opcenitije, proizvoljan topoloski prostor). Ako
je £ C P(X), tada postoji jedinstvena najmanja o-algebra, u oznaci o(&), koja sadrzi &.
Nazivamo je jo§ i o-algebra generisana sa &, i podrazumijevamo da je 0(£) = (] F, pri
FCP(X

cemu za svako F vrijedi £ C F i F je o-alg.. Ovo je dobro definisano jer postoji {)a)r jedna
o-alg. koja sadrzi £ i to je P(z).

Ako bi M C P(X) bila neka druga o-algebra koja sadrzi £, onda bismo imali 0(€) C M
jer M je jedna od F u presjeku iznad.

Lema2.2.1. £ C o(F) = o(€) C o(F).
Dokaz. o(F)jeoc-alg.io(F) D E = (&) C a(F). O

Definicija 2.2.1. Neka je X topoloski prostor. o-algebru generisanu familijom svih otvorenih
podskupova od X nazivamo Borelovom o-algebrom na X i oznacavamo sa Bx. Elemente By
nazivamo Borelovim skupovima.

Definicija 2.2.2. Prebrojivi presjek otvorenih skupova naziva se G5 skup. Prebrojiva unija
zatvorenih skupova naziva se F,, skup®*.

Propozicija 2.2.2. By je generirana svakom od sljedecih familija:
a) & ={(a,b): —c0o<a<b< 400},
b) & ={]a,b] : —o0o < a<b< 40},
¢) & ={[a,b): —0o<a<b< 4oo}ili& ={(a,b:—00<a<b<+c0},
d & ={(a,+0):a€R}ili& ={(—00,a):ac R}
e) E&r={[a,+0):a € R}ili& ={(—00,a]:a € R}

Dokaz. Dokazimo da vrijedi pod a., tj. Bgr = o(&;).

Neka (a,b) € & proizvoljan interval. (a,b) je otvoren skup pa (a,b) € Bg po definiciji
Br, pa slijedi & C Bg, iz ¢ega dalje po lemi 2.2.1. slijedi (&) C Bgr ().

Obratno, neka je U C R proizvoljan otvoren skup (tj. U € Br) ineka xz € U. Skup U je
otvoren pa po definiciji otvorenog skupa postoji okolina, tj. interval, potpuno sadrzan u U i
takav da je x u tom intervalu.

Ako je x racionalan broj, definisimo I, = |J I, pri ¢emu su [ u uniji otvoreni intervali.
zelCcU
I, onda predstavlja uniju nedisjunktnih otvorenih intervala (nedisjunktnu, jer svaki sadrzi z),

pa je I, otvoreni interval sadrzanu U, tj. I, C U.

Ako je z iracionalan broj, onda jer je U otvoren, postoji¢ > 0 t.d. je (x —e,x +¢) C U.
S obzirom da je Q gust u R, to postojiy € Qtd. y € (v —e,x+¢) C 1, pri ¢emu je I,
definisano prema sa definicijom iznad (unija svih otvorenih intervala u kojima je y sadrzano,
i koji su sadrzani u U) i vidjeli smo da je I, otvoreni interval.

Dakle vrijedi « € I,,. Pa imamo da svako = € U pripada nekom otvorenom intervalu /, za

neko ¢ € U N Q. Zbog tog dobijamo U C |J I,
qeUNQ

“MoZe se upamtiti tako $to sigma simbolizira sumu, a suma skupova je unija.



S druge strane I, CUVqe UNQ = U = |J 1, PajeU prebrojiva unija otvorenih
qeUNQ
intervala, $to znaci da je U € o(&;). Krenuli smo od U € Bg, dobili smo U € o (&), pa slijedi

Br C o(Ey) (5*).
Sada iz (%) i (%*) slijedi Br = o(E}).
Pokazimo sada da je 0(&1) = o(&;).
Neka (a, b] € &; proizvoljan. Tada

Py 1 ema z.z.1.
(@b = V(a.b+ ) = & Co(&) Cemai2l) s 85) € o(&) (A)
€&s n=1 eg"l

—_———
co(&r)

Neka je sada (a, b) € & proizvoljan i neka ny € IN takvo da vrijedia < b — nio Tada

> 1 ema 2.2.1.
(@,b) = | | (ab+—-) = & Co(&) “BEY 5(8) C 0(&) (AA)
N—— n
651 n:n(]T/

—_———
€o(€3)

Sada iz (A) i (AA) dobijamo o (&) = o(&;).
Pokazimo da vrijedi 0(&;) = o(&;).

(a,+00) = | J(a,a +n) = o(&) Co(&) (W)
(a,b) = (a,+00) \ [b, +00) = (a, +00) N ([b, +00))° = (a, +00) N ( ﬂ (1— l, -I—oo)c>
= 1
= (a,+o00) N (b— —,+00)"
N ~ y
— O'(El) C O'(E5) (..)
Iz (M) i (HM) slijedi da vrijedi 0(&;) = o (&;). O

Zadaca 2.

a. Pokazati da se svaki otvoreni skup u R moze prikazati kao disjunktna unija otvorenih
intervala.

b. Zavrsiti dokaz Propozicije 2.2.1.
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2.3 Mjere

Definicija 2.3.1. Neka je X skup i M o-algebra podskupova od X. Mjera na (X, M) je
preslikavanje 1 : M — [0, +00] sa osobinama:

i) u(@) =0

(ii) u( ¥ EZ> = > (E;), za svaki niz { E;} C M medusobno disjunktnih skupova.
i=1 i=1

Za uredeni par (X, M) kazemo da je izmjerljiv prostor. Za elemente iz M kazemo da su
izmjerljivi skupovi. Za uredenu trojku (X, M, 1) kazemo da je prostor mjere.

Definicija 2.3.2. Za mjeru p kazemo da je konac¢na ako je p(X) < 0o, a za mjeru p kazemo
da je o-konac¢na ako je X = |72, Ej, E; € M,Vjipu(E;) < +ooVj.

Za mjeru kazemo da je polukona¢na ako za svaki £ € M : u(E) = copostoji FF C E, F €
M, td. vrijedi 0 < pu(F) < oo.

Napomena 2.3.1. Osobina (ii) se naziva osobina prebrojive aditivnosti i ona implicira ko-
nac¢nu aditivnost, nazovimo je osobina (iii). U to se moZemo uvjeriti na sljede¢i nac¢in: ako

¥ Ez> = Y u(E;), jer mozemo uzeti
= i=1

=1

su Fy,...,F, € M disjunktni skupovi, onda je u(

E,=9,Vj>n+1.
Funkcija koja zadovoljava (i) i (iii), ali ne nuzno i (ii), naziva se konac¢na aditivna mjera.

Primjer 2.3.2 (Mjera prebrojavanja). Neka je X # g M = P(z)ipu : M — [0,400]
funkcija data sa:

n, |E| = n,(E konac¢an skup sa n elemenata.)
ub) = {oo, E beskonacan skup
Dokazati da je p mjera.
Dokaz. i) (&) = 0, jer @ smatramo kona¢nim sa 0 elemenata. '
ii) Neka su Fy,... € M medusobno disjunktni skupovi. Ako je ZQI E; konacan skup,

oo
onda u ovoj uniji mora biti samo kona¢no mnogo skupova koji su konacni, a ostali skupovi su
prazni. B.u.o. mozemo ptp. da su Ey, ..., E, konacni skupovi, a E; = &, Vj > n. Kako su to
medusobno disjunktni skupovi, to prema formuli ukljuc¢enja-iskljucenja imamo:

UEB[-S 0 Y B0 Bl =Y A
=1 k=" =1

1<i1<19<...<ip<n
jer vrijedi ;, N ... B;, = Jzak > 2.
Dakle u( ¥ EZ> = > u(E;), . u( ¥ EZ) = > u(E;), jer su E, 11, E,19,... prazni
i=1 i=1 i=1 i=1

skupovi.

Ako je |4 E; beskonacan skup, mogucéa su dva slucaja:
i=1

1) Jip t.d. je u(Fy,) = 400, tj. E;, je beskonacan skup. Tada je i = 00 i o¢ito

Z Ez) = g 1(Es).

¥ Ei
=1

)

vrijedi ,u(

11



2) Svi E; su konacni i ima ih beskona¢no mnogo razlicitih od praznog skupa. Tada p( + EZ> =
i=1
0o i Y p(F;) = 400 jer u ovom pozitivnom redu opéi ¢lan ne tezi nuli, pa on divergira ka
i=1

+00. Dakle zadovoljeno je u( ¥ EZ> = > u(E;). O
i=1 i=1

3 Predavanje 3

3.1 Mjera (nastavak)
(primjeri mjera, nastavak)
Primjer 3.1.1 (Diracova mjera ili tackasta mjera). X # @&, P(z) = M, piz, : M — [0, +00]

1,1’0€E

, BEeM
O,SL’O¢E

fhao (B) i= {

Dokazati da je j1,, mjera.

Dokaz. i) piz, () = 0, jer xy ¢ @.
ii) Neka £y, Es,... e M td. E; N E; = &, Vi # j. Imamo

Sada imamo 2 slucaja:

]_OZ(L’()¢ HEZ:>LU0¢E,LVZ:>/LIO<ME1> :OZZOZZMxO(EZ)
i=1 ] ;

2°:x0€ W E; = 3ig:ag € Eyyixg ¢ E; zai # ip. Tada vrijedi
i=1

MIO(L-lei> =1=140=1+Y 0=yp0(Ei)) + Y tag(E) = Y ptay(E;)
i#io i#io i=1
O

Primjer 3.1.2. Neka X neprebrojiv skup i M = {A C X : A prebrojiv ili A° prebroijv}.
DefiniSemo i v° sa

0, E prebrojiv 0, E prebrojiv
p(E) = ) L v(E) = . )
+o00, E° prebrojiv 1, E° prebrojiv

Dokazati da su p i v mjere.

Dokaz. 1°: Pokazimo da je ;4 mjera.
i) u(@) = 0 jer je @ konacan (pa i prebrojiv®)
ii) Neka E1, Es, ... € M po parovima disjunktni skupova.

S¢itamo "ni"
8sa prebrojiv mislimo najvise prebrojiv

12



Ako [+ U E; prebrojiv onda su E; prebrojivi Vi, pa u(

=1

,[CS
\_/

o= o= S

Ako( E‘J Ez) prebrojiv, = H—J E; neprebrojiv = i, : E; neprebrojiv
i=1 i=1
= L, je prebrojiv, jer £, € M.

Tadaje,u(L-lei) +o00 = u( ) Z,u( >
i=1
Dakle u je mjera.
2° : Pokazimo da je v mjera.
i) v(@) = 0, jer je & konacan.
ii) Neka E, Es, ... € M medusobno disjunktni.
Ako | E; prebrojiv = Vi E; prebrojivi= v(E;)) =0= > 0= > v(E;).

=1 =1 1=

—

Ako( L—Ij E; > prebrojiv = U +| I; je neprebrojiv = iy : E;, neprebrojiv
i=1
= E je prebrojiv

i=1

Pa da bi dokazali da je v mjera, trebamo pokazati da pored E;, u polaznom disjunktnom pre-
brojivom nizu ne moze biti viSe nijedan neprebrojiv skup.

Ptp. suprotno: neka postoje ig i1 t.d. su Ey, By, € M, By, NE; = @i E; , Ef prebrojivi.
Kako su ovi skupovi disjunktni, odmah slijedi da je £;,, C E;, = E;, je prebrOle jer je Ef,
prebrojiv, Sto je kontradikcija. Dakle postoji tatno jedno i t.d. Ef prebrojiv (ili ekvivalentno
E;, neprebrojiv).

Za ostale F; slijedi da su prebrojivi pa imamo

o0 o0

V<@Ei>:121/ —|—ZO—V io +ZEZ ZV )

Primjer 3.1.3. Neka X beskonacan, M = P(X), u: M — [0, 00,

0, F konacan
w(E) = ;
oo, I beskonacan

Ispitati da li je u mjera.

Rjesenje. i) u(@) = 0, @ konacan.

ii) E, Es, ... € M medusobno disjunktni.

Ako E-Ij E; konacan, onda imamo beskona¢no mnogo praznih skupova u nizu, i kona¢no
mnogo klgrllaénih

Ako [+ U E; beskonacno, onda iy : E;, beskonacan, ili su & konacni za svako i. Navedimo

idudi (kontra)prlmjer koji odgovara posljednjem slucaju.
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Imamo N = |4 {i}, medutim u(IN) = +o0, a ,u( + {z}) = > p({i}) = 0, pa p ne moze
i=1 i=1 i=1

biti mjera.

Teorem 3.1.4 (O osnovnim osobinama mjere). Neka je (X, M, 1) prostor mjere. Tada vrijedi:

a) Monotonost:
EFeM:ECF = uF)<u(F).

b) Subaditivnost:

o0

{E}2 M = M(U Ez) < ZM(EZ)

=1

c) Neprekidnost odozdo (ili u odnosu na rastuce unije):

{E}2,CM, EyCE,C... = ,u(U EZ> = lim u(E,).

n—oo
i=1
d) Neprekidnost odozgo (ili u odnosu na opadajuce presjeke):

{E}2,CM, E1DE;D---, u(Ey) <+occzanekok € N — ,u(ﬂ El> = lim u(E,).

g n—00
i=1

Dokaz.  a)

ECF=F=EW(F\E)= uF)=unE)+uF\E) > puE)

Napomena 3.1.5. Vrijedi u(F \ E) = u(F) — u(E), kada je pu(F) < +o0.

-1
b) Definirajmo F} := F1 i F}, ;= E; \ |J E; za k > 2. Tada su skupovi F; medusobno

k
=1

disjunktni i vrijedi:
@E = GE éﬂ(@@ ZM(@E) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i

gdje smo u posljednjem koraku iskoristili /; C F; i osobinu a) tj. monotonost.

o0

u(F) < Zu(Ei),

c) Buduc¢idaje £y C E, C - - -, piSemo:

[e.9]

UEZ = L-H(EZ \ Ei—1)7 EO = .
i=1

i=1
Tada:

p (@(Ez \ E¢1)> = Z p(Ei\ EBiy) = lim Z w(E; \ Ei-q)

i=1

(1 B ) = )

i=1
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d) B.u.o. nekaje k = 1, tj. pu(E)) < +o00. Za svako j > 2 definirajmo Fj := E; \ E;. Tada:
UF U ENE) = | JEnE) = Em<UE;) — Em(ﬂEj> - B\ E;.
j=2 j=2 j=2 j=2

Prlmljetlmo da Fj, C Fy4; zasve k, tj. niz (F}) je rastu¢. Buduéi da pu(E,) < 400, vrijedi
p(E;) < 400 zasve j, paip(Fj) < 400 za sve j. Pa imamo

p(Ey) = (B By) = p(Ey) — p(Ey) = p(Ey) = p(Fj) + p(Ey), ¥j > 1.
Naposljetku primjenom osobine c) na niz (#}) dobijamo:
u(UF>—uEl (ﬂE) (El)—u<ﬂEj>
j=2 J=2

Pa slijedi

u(E1)=u<'UFj>+u<. Ej>c=)7}ggou <ﬂ )
+

= lim (u(Er) — p(En)) M<' EJ’)

= p(En) — lim p(Ey) + p (ﬂ EJ’)

Kako je p(E1) < 400, mozemo ju(E,) oduzeti s obje strane i dobiti:

() (1)

gdje smo u posljednjem koraku iskoristili E; O Ey D - -- odakle slijedi () E; = [ Ej.
j=2 j=1

O]

Napomena 3.1.6. U teoriji mjere co — oo nije definirano, jer se ne moze konzistentno defini-
rati, $to moZemo vidjeti na iduc¢em primjeru.
S jedne strane

H(N) = p(N\ {13) + 1({1}) = u({1}) = p(N) = p(N\ {1}) = 00— 00 = 1
S druge strane
H(N) = p(N A\ {1,2}) + p({1,2}) = ({1, 2}) = pu(N) = u(N\ {1,2}) = 00 — 00 = 2
Pa vidimo da u razli¢itim situacijama imamo razlicite vrijednosti za co — oc.

Napomena 3.1.7. Uvjet u(Ey) < 400 u dijelu d) ne moze se izostaviti. Kao kontraprimer
uzmimo E; := (j, +00) C R pri ¢emu za mjeru £ uzimamo duzinu intervala’. Tada pu(E;) =
+oo za sve j, ali (2, E; = @, pa:

(ﬂE) 2) =0+ +oo = lim p(E,).

Dakle, d) ne mora vrijediti ako nema bar jedne skupove konac¢ne mjere.

’tj. Lebesgueovu mjeru
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Definicija 3.1.1 (Skup mjere nula; osobina gotovo svuda). Neka je (X, M, i) prostor mjere i
Ee M.

« Kazemo da je E skup mjere nula ako je u(E) = 0.

+ Ako neka osobina vrijedi Vo € X osim za z-ove iz nekog nula skupa, onda kazemo da
ta osobina vrijedi za gotovo sve z, tj. da vrijedi gotovo svuda, i piSemo g.s.

Primjer 3.1.8. Neka je f : [0, 1] — R definirana s

0, zeQn]o,1],
f<x)_{1, reIn|o,1].

Tada f(z) = 1 gotovo svuda (s obzirom na Lebesgueovu mjeru), buduc¢i da je Q N [0, 1] skup
mjere nula. Da li se moZe reci da je f neprekidna gotovo svuda?

Jasno je na osnovu osobina mjere, da ako £ € M, u(E) = 0i FF C E,F € M onda
p(F') = 0. Opéenito, ako F' nije izmjerljiv, tj. ako /' ¢ M, onda upravo pomenuto ne mora
vrijediti.

Definicija 3.1.2 (Potpuna mjera). Neka je (X, M, u) prostor mjere. AkoVE € Mtd. u(E) =
0i F C E = F e M, ondakazemo da je mjera i potpuna.

Napomena 3.1.9. Za F kao iz definicije iznad onda naravno vrijedi p(F') = 0.

Teorem 3.1.10 (O upotpunjenju mjere). Neka je (X, M, 1) prostor mjere i neka je
N :={N e M: puN)=0}

Definirajmo:

M:={FUF:Ee€M, FCNzaneko N € N'}.
Tada je M o-algebra, te postoji jedinstveno produZenje ji mjere j na M, t.d. fi|pg = p.
Dokaz. Preskacemo. [
Ovaj teorem nam pokazuje da se svaki prostor mjere moze upotpuniti do potpunog pros-

tora, na opisani nacin.

3.2 Vanjske mjere

Definicija 3.2.1. Neka X # & za preslikavanje p* : P(X) — [0, +00] sa idué¢im osobinama:
a) (@) =0
b) AC BCX = u*(A) < y*(B)

c) za proizvoljan niz skupova A,, C X, n € NN vrijedi da je p* < U An> <> (Ap)

n

kazemo da je vanjska mjera.

Napomena 3.2.1. Svaka mjera je vanjska mjera, ali svaka vanjska mjera ne mora biti mjera.
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Propozicija 3.2.2. Nekaje E CP(X)ip: E — [0,400] td. &, X € &, p(&) = 0. Za svaki
A C X definirajmo

1nf{Zp EGEACUE}
Jj=1
tada je p* vanjska mjera na X.

Napomena. Pretpostavljamo X € & da bi bili sigurni da u def. p* uvijek mozemo naci niz
skupova FE; ¢ijim uniranjem mozemo pokriti A.

Dokaz. @ € &, p(@) =0 = p* (&) =0 (uzmemo E; = &, Vj).
Ako A C B onda svaki pokrivac od B je pokriva¢ od A. Ali, A moze imati pokrivace koji
nisu pokrivaci od B. To znaci da je

{Ejec-Ac| B} 2{Ee€:BC|JE}

pa zbog osobine® infimuma da je infimum manjeg® skupa ve¢i ili jednak od infimuma veceg
skupa imamo

inf{E; € £: AC| JE;} <inf{E; € £: BC|JE;} = w*(A) < p*(B).

Sada neka A :=J2; Ajinekac > 0. TAdazaVj I{E}};2, C € td.

k
;pE < AJ)+27

Imamo A = {J;2, Aj, pa je
AcJUEL
j=1k=1
1 stoga
92 X230+ 5) - Sowia
=

Buduci da je € > 0 bio proizvoljan, slijedi i*(A) < > 7%, 11*(A;), pa je p* vanjska mjera. [

8lahko se uvjerimo u ovo na primjeru na R, uzmemo (a,b) C (c,d).
°u smislu inkluzije
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4 Predavanje 4

4.1 Caratheodoryev teorem, premjera, konstrukcija mjere

Propozicija sa kraja proslog predavanja nam pokazuje kako konstruirati vanjsku mjeru na bilo
kojem skupu. Na primjer, uzimamo interval (a, b) i definirajmo p((a,b)) = b — a; koristeéi
upravo dokazanu propoziciju mozemo definirati vanjsku mjeru'® na R. Vidjet ¢emo sada kako
iz vanjske mjere mozemo konstruirati mjeru, kroz teorem Caratheodorya.

Definicija 4.1.1 (Caratheodoryev uslov). Neka je p* vanjska mjerana X. Za A C X kazemo
da je p*-izmjeriv ako za svaki £ C X vrijedi

pr(E) = (ENA) + p™ (BN A°).
Primjedba: primjetimo da uvijek vrijedi £ = (E N A) U (E N A°), pa slijedi
pr(E) = (ENA)U(ENAY)) <p(ENA)+ (BN AY).
Dakle, da bismo dokazali da je A p*-izmjeriv, dovoljno je pokazati obratnu nejednakost:

pr(ENA)+p (BN A% < p*(E).

Primjer 4.1.1. Definirajmo p* : P(IN) — [0, +o0] sa

0, A=0,
w(A) =<1, A konacan,
400, A beskonacan.
Ispitati da li je ;1* vanjska mjera na IN. Da li je skup {1, 3,5, ...} u*-izmjeriv.
Rjesenje. Provjera da je y* vanjska mjera:
- pr(@) =0.
« Monotonost: Neka A C B, imamo sljedece slucajeve
1. A konacan, B konacan: p*(A) =1 < 1= pu*(B).
2. A konacan, B beskonacan: pi*(A) = 1 < +00 = p*(B).
3. A beskonadan, B beskonacan: ;1*(A) = 400 < +oo = p*(B).
« Sub-aditivnost: Neka Aj € P(IN) posmatramo | J;~, A;, i opet imamo slucajeve:

1. Ako je |J A; konacan: tada je svaki A; konacan (uz eventualno kona¢no mnogo
nepraznih), pa p*(J 4;) =1 <1 <> p*(4)).

2. Akoje|J A; beskonacan: tadaili ;1*(A;) = 1zabeskonaénomnogo j (pa) p*(A;) =
+00), ili postoji jo takav da je |4;,| = oo (pa je p*(A4;,) = +00). U oba slucaja
S ¥ (Ay) = +oo.

Y Foreshadow: Ovako dobijemo Lebesgueovu vanjsku mjeru.
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Dakle, 1* (U;’il Aj) < Y752 #*(Aj) u svakom slucaju . Pa je p* uistinu vanjska mjera.

Sada, je i A = {1,3,5,7,...} p*-izmjeriv? Ako jeste, trebalo bi pokazati da za svaki
E C Nvrijedi p*(ENA) 4+ p*(ENA®) < p*(E). Ali evo kontraprimjer: uzmemo E = {1, 2}.
Tada ENA={1}iENA°= {2}, pa

p(ENA)+p (ENA)=1+1=2<%1=pu*(F).
Dakle, A nije p*-izmjeriv. O

Teorem 4.1.2 (Caratheodory, bez dokaza). Neka je p/* vanjska mjera na X. Tada familija M
svih p*-izmjerivih skupova ¢ini o-algebru, a 1| o je mjera, i to potpuna.

Napomena. Pomocu premjere p (definicija ispod) definiramo vanjsku mjeru p* (kao u pro-
poziciji), potom p* suzimo na M i dobijemo mjeru .

Definicija 4.1.2 (Premjera). Neka je A C P(X) algebra. Funkcija 1 : A — [0, +00] naziva
se premjera ako:

L po(2) =0,
2. uo(U;2y Ai) = D202 mo(A;) za disjunktne skupove A; € A takve da |4 4; € A.
Propozicija 4.1.3. Neka je yo premjera na A i definirajmo p* sa
p*(E) = inf{ D (4 Aje A EC| A]} .
j=1 Jj=1
Tada je p*| 4 = po 1 svaki skup iz A je p*-izmjeriv.

Napomena. Pod b) je sadrzana i tvrdnja da je ©* vanjska mjera, jer smo p*-izmjerivost defi-
nirali izri¢ito za v.m.

Teorem 4.1.4 (O prosirenju premjere). Neka je A C P(X) algebra podskupova od X, pg
premjera na A, te M = o(A). Tada postoji mjera  na M takva da je p|4 = po.

Nadalje, ako je v druga mjera na M takva da v|4 = po, tada v(E) < p(E), VE € M.

Ako je 11y ogranicena, onda je yu jedinstvreno prosirenje od p na M.
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(w*, P(X))

vanjska mjera

| . prosirimo p do p*
suzimo p* na M

(p, A)

premjera

Shematski prikaz konstruckije mjere y, preko premjere p i vanjske mjere p*.

4.2 Borelove mjere

Neka je (X, Bx, j) prostor mjere. Neka je ;1 kona¢na Borelova mjera na R. Pridruzujemo joj
funkciju

F(z) = p((—00,2]) ,
koju nazivamo funkcija distribucije od p.
Primjetimo da vrijedi (—oo, z] = (,—,(—00, ,,| kad god z,, \, z.
Za a < bimamo (—o0,b] = (—o0,a] U (a, b], pa

p((=00,b]) = p((—00, a]) + u((a, b)),
p((a,b]) = F(b) — F(a).
Napomena. Funkcija F' je neprekidna zdesna, tj. F'(x) = lim,,_,, F'(x,) za svaki niz z,, \, .

Propozicija 4.2.1. Neka je F' : R — R rastuca i neprekidna zdesna funkcija. Za disjunktne
intervale (a;, b;] definirajmo 11y na sljede¢i nac¢in

o (U(aj, bj]) = Z[F(bj) —F(a))],  po(2)=0.

Tada je o premjera na algebri .4 koja se sastoji od skupova oblika (a, b], (a, +00), @ i kona¢nih
disjunktnih unija takvih skupova.

Napomena. Ovo kombinujemo sa pricom od ranije i prelaskom na vanjsku mjeru, i tako
dobijemo Borelovu mjeru.

Teorem 4.2.2 (Egzistencija i jedinstvenost Borelove mjere). Neka je /' : R — R rastuca i
neprekidna zdesna funkcija. Tada postoji jedinstvena Borelova mjera p1r na R takva da

pr((a, b)) = F(b) — F(a), Va,b € R.
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Ako je GG druga takva funkcija, tada
pp = g <= F — G = const.

Obratno, ako je p Borelova mjera koja je kona¢na na svim ograni¢enim Borel-skupovima, za
funkciju F' definiranu sa

p((0,2)), x>0,
F(z):= <0, x =0,
—u((x,0]), x<O.

imamo da je F’ rastuca i neprekidna zdesna, i yu = pp.

Napomena. Upotpunjenje i mjere pp na o-algebri koja sadrzi Bg se naziva Lebesgue-
Stieltjesova mjera pridruzena funkciji F' i ¢esto se oznacava opet sa fip.

Tvrdnja 4.2.3. Vrijedi:
L pr({a}) = F(a) = F(a —0),
2. pr((a,b)) = F(b—0) - F(a),
b)) = F(b—0) — F(a—0),
b)) =

gdje je Fl(a — 0) = lim, ~, F'(x).

4. p([a,b)) = F(8) — F(a - 0),

(
(
3. pr([a,
(
(

Dokaz. Rekli smo pp((a,b]) = F(b) — F(a).
(1) Pisemo {a} = ﬂnzl(a 1 4], pa

pr({a}) = up<ﬂ (a— %,a}) = nli_)rgoup((a —1.a]) = lim (F(a) = F(a — 1)) = F(a)—F(a—0).

n=1
(Sve ostale tvrdnje 2.-4. slijede odavdje.)
(2) Pisemo (a, b] = (a,b) U {b}, pa

pr((a,b]) = pr((a,0) U{b}) = pr((a,)) + pr({b}) = F(b) — F(a) = pr((a, b)) + F(b) = F(b—0)

Pa dobijamo pr((a,b)) = F(b—0) — F(a).
(3) i (4) Slijede analogno (zadaca): [a,b] = (a,b] U {a}i[a,b) = {a} U (a,b). O

4.3 Lebesgueova mjera

Definicija 4.3.1. Lebesgueova mjera je kompletna mjera pp pridruzena funkciji F'(z) = =.
Oznacavamo'! je sa m.

o-algebru na kojoj je m kompletna nazivamo Lebesgueovom o-algebrom'? i oznatavacemo
je sa L.

"y nekoj literaturi i sa A
2 Foreshadow: Dobivamo je tako §to u Br dodamo nula-skupove da bi tu o-algebru upotpunili
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Teorem 4.3.1. Akoje E € Lr,tada F+ s € LrirE € Ly zasve s,r € R, gdje je
E+s={x+s:2e L}, rE={rz:xz e E}.

Sta vige, vrijedi
m(E+s)=m(E),  m(rk) = |r|m(E).

Dokaz. Skica za jedan gradivni element (a, b] (intuitivno, da skratimo na slu¢aj £ = (a, b]):
(a,b] +s=(a+s, b+ s, m((a,b]+s)=(b+s)—(a+s)=b—a=m(E).
Za skaliranje, razlikujemo slucajeve prema predznaku 7:

(ra, rb], r >0,
r(a,b] =< @, r=0,
[rb, ra), r<O0.

er>0:m(rE)=rb—ra=rb—a)=r-m(E).
e r=0m(rE)=m(@)=0=0-m(F).
e r <0:m(rE)=m(rb,ra)) =ra—rb=—r(b—a)=|r|-m(E).
Teorem 4.3.2. Lebesgueova mjera prebrojivog skupa je 0.
Dokaz. 1z tvrdnje o jednoelementnim skupovima s F'(x) = z (F' nepr. i s lijeva i s desna):
m({a}) =F(a) — Fla—0)=a—a=0.

Za prebrojiv skup X = ¥ {z} vrijedi
reX

m(X) = m(Lﬂ {w}> = m({z})=0.

zeX zeX

Napomena. Posljedica: m(Q) = 0. Interesantno da topoloski Q = R, a opet m(Q) = 0.
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5 Predavanje 5

5.1 Cantorov skup

Cantorov skup je skup svih tacaka koje se dobiju izbacivanjem srednje trecine svih preostalih
segmenata, pocevsi od segmenta [0, 1]. Iz [0, 1] izbacimo srednju tre¢inu bez krajnjih tacaka,
tj. interval (%, %) Sa svakim od preostala dva segmenta u¢inimo isto i nastavimo isti postupak
sa ostatkom.

0 1
Co
Cy
Cy
Cy = = == - ==
0 1

Stavimo ]0 - [07 1]711 = [07 %] U [%7 1]713 - [07 l] U [%7 g] U [ga g] U [%7 1]
Vidimo da je
L= sr  uCain ), =01
n_3n—1 3 3n—170_ )

Takoder je [y D I; D ... D I, D ... Prema konstrukciji je I,, disjunktna unija 2", gdje je

svaki duzine 3%

Cantorov skup definise se kao
K :=()1I
n=0

Teorem 5.1.1. Za Cantorov skup vrijede sljedece osobine:
1. K je zatvoren
22 Int K =0

3. K nema izoliranih tacaka, tj. Vr € K,Ve > 0,y e K:y#zxtd. y € (v —e,z +¢).

oo
4 1K <= x=3 %, a;€{0,2}.
i=1

5. K je neprebrojiv.

6. m(K) = 0.
Dokaz. Mislim da smo preskodili (vidi skriptu po potrebi). O]
Posljedica 5.1.2. 1z (1) i (2) prethodnog teorema slijedi da je K nigdje gust.
Posljedica 5.1.3. 1z (1) i (3) slijedi da je K savrsen skup.

Vidimo da je Cantorov skup primjer neprebrojivog (nigdje gustog skupa) mjere 0. Dakle,
ne mora znaciti neprebrojiv skup nije mjere 0.
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5.2 Izmjerive funkcije

Preslikavanja skupova gledamo na idu¢inac¢in: za AC XiBCYif: X =Y,

f(A)={f(z):x €A}, [f(B)={reX:f(x)e B}
Osobine od fi f~!:

f(AUB) = f(A)U f(B),

f(ANB) C f(A)N f(B),

(A\B) 2 f(A)\ f(B)
fHAUB) = YA U (B,
fHANB) = (AN f7Y(B),
FHANB) = [TH A\ f(B)

Ljepse osobine ima f~!, zato ¢emo koristiti f~' u definiciji izmjerive funkcije, kao §to ¢emo
vidjeti, dosta je slicno topoloskoj definiciji neprekidnosti.

Dokazimo f(AN B) C f(A) N f(B).
Dokaz.
ye f(ANB)=3xc ANB: f(x)=y=(x€A: f(zr)=y)AN(r€B: f(z)=y)

=yef(A)rye f(B)=yec f(AND)
= f(A)Nf(B) 2 f(ANB)

O
Pokazimoi f~*(ANB) = f~1(A)n f~4(B).
Dokaz.
r€ fYANB) < f(r) € ANB <= f(x)€ A A f(z)EB
«— x€ fHA) A xef(B)
— ze AN B
[

Za vjezbu pokazati ostale osobine.

Propozicija 5.2.1. Neka data f : X — Y ineka su (X, M), (Y, N) izmjerivi prostori. Tada:
a) E={f"Y(F): E € N}jeoc-algebrana X,
b) F={ECY:f!F)e M}jec-algebranaY.
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Dokaz. a)

i) Neka A € €, tada I E € N td. f~1(E) = A. Tada

A= X\NA=X\fHE) =M\ fH(E) =Y\ E) = fH(E),
dakle A° € £.
ii) Ako A; € £,i=1,2,...,tada IE; e N td. f~1(E;) = A, pa
[_OJAz': Gf‘l(E,-) :f_l(DEi) €¢,
i—1 i—1 i=1
jer JE; € N.
b) Za zadaéu. O

Definicija 5.2.1 (Izmjeriva funkcija). Neka su (X, M), (Y, ) izmjerivi prostorii f : X — Y
funkcija. Kazemo da je f (M, N')-izmjeriva ako za svaki £ € N vrijedi f~'(F) € M.

Propozicija 5.2.2. Akoje N' = ¢o(£),ondaje f: X — Y (M, N)-izmjeriva akko f~1(E) €
Mzasve FE € £.

Dokaz. (=) Neka je f (M, N)-izmjeriva, to zna¢i VE € N vrijedi f~(F) € M. Buduéi da
je N =c(€), vrijedi& CN,paVE € ECN = f~1(F) e M.

(<) Neka VE € & vrijedi f~1(E) € M. Izprop. 431, F ={E CY : [} F) € M} je
o-algebra. Po pretpostavci £ C F, a bududi da je F o-algebra imamo®:

ECF = o(§)CF, t. NCF.
PaVE € N = f~1E) € M, 4j. f je (M, N)-izmjeriva. O
Posljedica 5.2.3.

1. Ako su X, Y metricki (top.) prostori, onda svako neprekidno preslikavanje f : X — Y
je (Bx, By )-izmjerivo.

2. Akoje [ : X =Y (M, N)-izmjerivaig:Y — Z (N, O)-izmjeriva, onda je kompozi-
cijago f: X — Z (M, O)-izmjeriva.

Definicija 5.2.2. Za f : X — R kaZemo da je M-izmjeriva ako f~'(E) € M za svako
E € Bg.

Napomena. Na osnovu prethodne definicije vidimo da je f : R — R Lebesgue (Borel) iz-
mjeriva ako je (Lg, Br)-izmjeriva (ili (Bg, Br)-izmjeriva). Ako su f,g : R — R Lebesgue-
izmjerive, ne mora biti f o g Lebesgue izmjeriva, ¢ak i ako je g neprekidna funkcija. (Ako je
E € Bg imamo f~'(E) € Ly, ali sve dok nije f~!(F) € Bg nista nam ne garantuje da je
g U(E)) € Ln)

Ukoliko je f Borel izmjeriva, tada je f og Lebesgue ili Borel izmjeriva ako je takva i funkcija
g.

Bpo lemi 2.2.1
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Propozicija 5.2.4. Neka je (X, M) izmjeriv prostor i f : X — R. Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

a) f je M-izmjeriva,

€ M zasvakoa € R,

(Slijedi jer By je generiran skupovima datih "oblika".)
Iz tvrdnji b)-d), dobijamo ekvivalentne tvrdnje b’)-d’), f je M-izmjeriva akko:

b) {z € X: f(z) >a} € Mzasvakia € R,

) {reX: f(xr)>a} € Mzasvakia € R,

d) {r e X: f(zr) <a} € Mzasvakia € R,

e) {reX: f(z)<a} € Mzasvakia € R.
Primjer 5.2.5. Dokazati da su sljedece f-je izmjerive:

a) f(r) = xe(x), gdje je E C R izmjeriv skup

b) f(z) =sgnx
9 f@)=30, -

RjeSenje.
@ﬂ@=xd@={; oy
Iskoristimo kriterij b") {z € X : f(z) > a}:
ca>l={reX: f(x)>a} =2 € Bg.
c0<a<l={zreX: f(x)>a}=F € Bg.
ca<0={reX: f(xr)>a} =R € Bg.

b) Zadaca.
¢) a gledamo po y-osi:

ca<0={zreR: f(x)>a} =R € Bg.
ca>0={zreR: f(x) >0} =R\ {0} = (—00,0) U (0,400) € Bg.
ca>0={zeR: f(z) >a} = (—o0,—a) U(0,1) € B

26



(Znamo da su sve neprekidne i g.s. neprekidne f-je izmjerive.)
Gledamo nekad i funkcije
f: X —>R=RU{-00,+x}.
Tada Borelovu o-algebru ozna¢avamo sa B, aya B € By ¢lanovi od By su oblika Bgr U{—oc},
Br U {+00}, Br U {—00,+00}. (propozicija o karakterizaciji izmjerivih funkcija vrijedi i za
ove slucajeve.)
Zadaca 5.2.6. Razmisliti zasto se izmjerivost ne moze def. sa

VaeR:{zeX: f(x)=a}.

(tj. zasSto ovo iznad ne moze biti karakterizacija izmjerivosti?) Hint: Mozemo posmatrati X 4,
pri cemu A neizmjeriv skup (radili smo primjer neizmjerivog skupa).
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6 Predavanje 6

6.1 Osobine izmjerivih funkcija

Rjesenje (Zadace sa kraja proslog predavanja). Neka je A C [0, +00) Vitallijev neizmjeriv
skup. Definisemo
x, x € A,
flx) =4 -z, z€][0,+00)\ A
-1, z € (—00,0)
flx)=a,a€ A= f(r)=azarz=a {x € R: f(zx) =a} = {a}

{zeR: f(r)=a}={—-ala=-1L{zeR: f(z) = -1} = (—0,0)
{z € R: f(z) > 0} = A, a ovo je neizmjeriv skup.
ovo claude iz teke protumacio: Tada za svako a > 0:

{reR: f(z) =a} = {a}, {reR: f(z) = —a} ={—a},
koji su izmjerjivi (jednoclani skupovi), dok je
{reR: f(x) > A}
neizmjerjivo, pa f nije izmjeriva.

Propozicija 6.1.1. Neka su f,g : X — R izmjeriveik € R. Ondasu kf, f + 9, f - g, g
izmjerive, pri cemu g # 0 u slucaju dijeljenja.

Dokaz. Koristimo karakterizaciju: f je izmjeriva ako i samo ako je {x € X : f(x) > a}
izmjeriv za sve a € R.

kf. Razmatramo tri slucaja.

o k> 0:
{reX kf(x)>a}={zeX: f(z)>2} — izmjeriv.
o« k=0:
16} >0
{reX:0-f(x)>a}= {X’ “4 ; O’ — oba izmjeriva.
Y a Y
o k<O:
{reX kf(x)>a} ={reX: f(z) <%} — izmjeriv (po propoziciji 5.0.3 d’)).

f + g. Dokazimo idu¢u jednakost

f{3(;6)(:]““(:;):% (z) :U {freX:f ()>q}ﬂ\{x€X:g(x)>a—q}]:.
4€Q —H =K

Zax € X td f(z)+g(z) >a < f(z) >a—g(z). QjegstuR pa postoji ¢ € Q takav
da f(xz) > ¢ > a— g(z), odakle g(z) > a — q. Dakle V C U.

Akoz e U=3p e Q:zec{r e X f(z) >qp}tn{re X g >a—q} Tj
f(z) > q Nglx) >a—qy= f(z)+ g(x) > a, odakle slijedi da je z € V.

Jer su f i g izmjerive, izmjerivi su i skupovi H i K, pa je i skup U kao prebrojiva unija
njihovih presjeka izmjeriv skup. S obzirom da V' = U, imamo da je f + g izmjeriva.
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fg. Pokazimo prvo da vrijedi f izmjeriva = f? izmjeriva.
a<0:{z e X: fXx)>a} = X $to je izmjeriv skup.
a>0:{reX: fr)>at={reX: flx) > a}U{z € X : f(z) < —/a}-izmjeriv.
Dakle f? je izmjeriva.
Koristimo algebarski identitet

fo= 7107 +9 = ( ~ )"

pa iz prethodno dokazanog je fg izmjeriva.

1/g. Uraditi za zadacu:
Zadacéa 6.1.2. Pokazatidaje {x € X : 1/g(x) > a} izmjeriv (uz g # 0).
0

, max{f,g} i min{f, g}

Propozicija 6.1.3. Neka su f,g : X — R izmjerive. Tada su |f
izmjerive. (Vrijedi i za R.)

Dokaz.

{z € X : max{f, g}(x) >a}:;{a:€X:f(x) >a}/U;{x€X:g(m) >a];,

izmjeriv izmjeriv

A

~

{zr € X :min{f, g}z) >a} ={reX ;7”(;5) >atn{z e X :g(z) > al

pa oboje izmjerjivo, dakle max{ f, g}, min{ f, g} izmjerivi.
|f| = max{f,0} —min{f,0} pa tvrdnja odmabh slijedi i za | f|. O

Napomena. Oznaka (sup fn(x)) znadi supq{ f,(z)}.
nelN nelN

Propozicija 6.1.4. Ako f, : X — R, n € N niz izmjerivih funkcija onda su sup f,, in{\I fns
nelN ne
limsup f,, lim inf f, izmjerive funkcije.
nelN nelN
Ako f(z) = lim f,(x) postoji Vx € X (ili g.s.), onda je f izmjeriva funkcija.
n—oo

Dokaz. Za a € R zelimo da dokazemo iduce jednakosti:

{re X: <supfn> (x) >a} = U{xeX:fn(x)>a}

neN nelN

{reX: (ggﬂgfn> (x) >a} = [{z € X : fulz) > a}

nelN

izmjerivo
7\

7 N
gn () izmjeriva

limsup f,(v) = inf (igp fu(@))
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liminf f,(z) = sup (inf fx(z))
nelN k=n

——

hn(z) izmjeriva

N J/
-~

izmjerivo

I ako lim f,(z) postoji onda se limsup i liminf podudaraju, pa imamo i da je taj limes (f)
izmjeriva. 0

Definicija 6.1.1. Za f : X — R definisemo pozitivni i negativni dio:

(@) = max{f(x), 0} >0, f(x) = max{f(x), 0} > 0.
Vrijedi:
f=r=f. =+
Pa slijedi: f izmjeriva = fT, f~, | f| izmjerjive.
Napomena. |f|izmjeriva ne implicira da je f izmjeriva! Na primjer, neka A neizmjeriv skup
1, x €A,
fx) =

-1, z€[0,1]\ A4,

paimamo {q € X : f(x) >0} = Ai|f(z)] = 1 na |0, 1], tj. dobijemo da je A izmjeriv skup,
kontradikcija.

Kompleksna funkcija f je izmjeriva akko su Re f i Im f izmjerive.
f=Ref—ilmf izmj,
[fP=f-f izmj,

l=\FF iomi

Definisemoisgn z = z/|z| za z # 0isgn0 = 0, paje f = sgn f - | f|, odakle je sgn f izmjeriva
funkcija.

6.2 Jednostavne funkcije

Podsjetimo se definicije karakteristi¢ne funkcije skupa £ C X: Karakteristicna funkcija skupa
EC X je
_J1, zek,
e =00 g E

Definicija 6.2.1. jednostavna funkcija je kona¢na linearna kombinacija karakteristi¢nih funk-
cija izmjerivih skupova sa koeficijentima iz C. (Jednostavnim funkcijama ne dopustamo da
primaju vrijednost co.)

Definicija 6.2.2 (Ekvivalentna definicija). f : X — C je jednostavna akko je f izmjeriva i
skup vrijednosti od f je konacan.
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Ekvivalentnost slijedi iz reprezentacije: ako su yy, ..., y, sve vrijednostiod f i F; = {z €
X : f(z) = y;}, tada

f@) = vixe.
i=1
Sto je lin. komb. karakteristicnih funkcija izmjerivih skupova.

Definicija 6.2.3 (Standardni prikaz jednostavne funkcije). Za jednostavnu fs Ry = {ay,...,a,}
(sve razli¢ite vrijednosti) definisemo E; = f~'({a;}) i pisemo

f= Z ajXE;-
j=1

Skupovi E; su tada medusobno disjunktni i njihova unija je X.

Standardni prikaz nam je bitan jer ¢emo uskoro integral definisati prvo za jednostavne
funkcije, i to u standardnom prikazu.

Propozicija 6.2.1. Ako su f i g jednostavne, ondasui f + gi f - g jednostavne.

Dokaz. Preskacemo.
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7 Predavanje 7

7.1 Teorem o aproksimaciji
Teorem 7.1.1 (Teorem o aproksimaciji). Neka je (X, M) izmjeriv prostor.

a) Akoje f: X — [0, 00| izmjeriva funkcija, onda postoji niz {¢,} jednostavnih funkcija
td. je0 < <o < ... < figp, — fpotackamaiy, = f na svakom skupu na
kojem je f ogranicen.

b) Ako je f : X — C izmjeriva onda postoji niz {¢,} jednostavnih funkcija t.d. je 0 <
lo1] < o] < ... < |fli¢, — f potatkamai ¢, = f na svakom skupu na kojem je
f ogranicena.

Dokaz.

a) Nekaje f : X — [0, oo| izmjeriva funkcija. Fiksirajmo n € IN i stavimo F), := {x € X :
f(x) > 2"} = f~1([2", 00]). Za x € F, funkciju f aproksimirajmo sa 2"xr, (). Dalje
jeF¢={re X:0< f(z) <2"} = f1(]0,2"]). Podijelimo [0, 2") na manje intervale

1

duZine 5, imamo ih 227 .

22n—1
ko k+1
2" = — :

Definirajmo

E, = {xGX:f(:L‘)E [£7k;1>}:f—1({2ﬁn’k;l)>.

Posto je f izmjeriva funkcija i skupovi F,, j su izmjerivi. Funkciju f na E,, ; aproksimi-
rajmo sa ==X, , (z). Sada je

22n_1
X= ( U, m) W F,

k=0

i posmatrajmo niz jednakosti funkcija

22n—1 L

k=0

Jasno je da je ¢, > 0. Pokazimo da ¢,, — [ po tatkama. Neka je x € X proizvoljna
tacka. Ako je f(z) < oo, onda Iny € N t.d. je f(z) < 2™ = f(x) < 2", Vn > ny, pa

X 1 :
x € ES ¥V >ng = |f(z) —on(x)] < =, Yn >ng = lim ¢,(x) = f(x)

on’ n—00

x: jer u tom sluéaju x € E, za neki k pa je f(z) € [£,EH) o, (z) = £ i slijedi

|f(z) — pn(z)] < B — £ = L. Akoje f(z) = +oo, onda Vn je f(z) > 2", pa
r € F,, Yn= @,(x)=2" /400 = f(z) kad n — oo, paje opet lim ¢,(z) = f(x).
n—oo

Pokazimo sada da na skupovima na kojima je f ograni¢ena imamo uniformnu konver-
genciju. Neka je
A={reX:IM>0:0< f(z) < M}
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Tada Ing € Ntd. je M < 2™ = f(x) <2™ Ve € A= x € FS, Vn > no, Vo € A, iz
cega dalje slijedi | f(z) — pn(2)| < 55,Vz € A,Vn > ng = ¢, = fna Akad n — oo,

Pokazimo sada da je {,,} rastuéi.

D Akozx € F, = ¢ou(x)=2"F, = F, W (F,\ Foy1)paz € F,n Yo € F,\ Fp.
Akoz € Fyiiy = 0pa(x) = 2 > 20 = o, (2).

Akox € F,\ Fop1 = 2" < f(z) < 2"ix € B, 1921 W W E, 92012 1, paje
Pn+1(x) 2 2" = @p(2).

Dakle za x € F), je pn11(z) > pn(2).

MzreFs=z€kFE,;zanekok € {0,1,...,2" —1}.

{k k+1)_[2k 2k+2)_[2k 2k+1>+[2k+1 2k+2)

2_n’ omn 2n+1’ on+1 2n+1’ on+1 on+1 ’ on+1

Paje By = Epy10r W Eyy0k41 Paje

2% _ k
) AT = gms T € Epy1on
Pni1(2) = B 1 E
ontT = on T gniTy; L € Ly 2k41

pa vrijedi daje 2 > £ = o, . (2) > p,(2) zax € FL.

Dakle, 0,11 > ©n, Vn i niz {¢,} je neopadajuéi niz jednostavnih funkcija koje po
tackama konvergiraju ka f.

b) Akoje f : X — C, onda mozemo pisati f = g + ¢h, pri ¢emu su g i h realne funkcije.
Nekasug=g¢g" —¢g ,h=h"—h",pricemusug’, g ,h", h~ nenegativne realne f-je.
Tada po postoje &1, &, ¢, b, td. & 7 g™ & S g7, 60 S R b, /b7 Stavimo

sada
on=Er — & Hilor — ¢,).
Tada je

|on| = \/(Re ©n)? + (Im @,)? \/| Rep,|? + [Im ¢,|? = \/( T =& )+ (B = 9n)?

< \/ Emin — &) 2+ (D1 — Opi)?

= \/ Re@nﬂ) (Im<pn+1)2
= ‘Sanrll'

Dakle, |¢,| < |@n11]- Ostalo lako slijedi iz prethodnog.
0

Ako je 1 mjera na (X, M), ponekad zelimo iskljuciti p-nula skupove iz proucavanja iz-
mjerivih funkcija. To je lakse uciniti ako je mjera ;o kompletna (potpuna).

Teorem 7.1.2. Sljedece implikacije vrijede ako je i potpuna.
a. Ako je f izmjerivai f = g u-g.s., onda je g izmjeriva.
b. Ako f, izmjerive Vn i f,, — f p-g.s., onda je f izmjeriva.

Dokaz. Preskacemo. O]
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7.2 Integracija nenegativnih izmjerivih funkcija
Neka je (X, M) izmjeriv prostor, L (X) = {f : X — [0, 400) : f izmjeriva}.

Definicija 7.2.1. Neka je (X, M, 1) prostor mjere, ¢ € L jednostavna funkcija, ¢iji je stan-

dardni prikaz dat sa ) | a;X ;. Tada se integral funkcije ¢ na X u odnosu na y definige sa
j=1

n

/@dﬂ =) agu(E)).

X i=1
Za A € M taj integral onda definiSemo sa
Q/sz/@mW-
A b

Propozicija 7.2.1. Neka ¢, 1) € L*(X) jednostavna funkcija na (X, M), tada vrijede sljedece
osobine integrala:

a. [cpdp=c [ pduzac> 0.
X X

b. [(p+)du = [@du+ [¢duzac>0
X X X

c. Ako p <9, ondaje [ pdu < [dp
X X

Dokaz. a. Skica dokaza: ¢ > 0 = ca; > 0 (jer a; > 0. Moze biti a; = 0, ali ¢e biti samo za
jedno 7). Pa

n

CSOZZCGJ‘XEJ- :>/c¢du:...:cZaijj :c/gpd,u.
X

j=1 j=1 e
Za c = () trivijalno.
b. (Ne gledati ovaj dokaz u skripti) Neka su ¢ i ¢ date u svojim standardnim reprezentaci-

jama:
n

@ = ZanEj, Y= Z@Xﬁ
=1

j=1

Onda Vrijedi Ej = U;_nzl (Ej N Fk) s Fk = U?:l (Ej N Fk‘): jer H?:l E] = HZ:I Fk’ =
X, iove unije su disjunktne. Pa iz konacne aditivinosti y slijedi

[e+ [v=w+muEnm = [0,
jk
Dalje, ako ¢ < v, onda a; < by, kad god E; N F}, # &, pa

/gp = au(E;NF) <Y byu(E;NFy) = /w-
4.k Jik
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Lema 7.2.2. Neka je ¢ jednostavna nenegativna funkcija. Za svako £ € M definirajmo

vE = /gpd,u.

E
Tada je v mjera na (X, M).
Dokaz. Posmatramo slucajeve A = @i A # @.

c () = [pdu= [xedu= [0dup=0[xxdp=0-pX =0
%] X X X

» Neka A; € M medusobno disjunktni, i A := WA;. Tada

VA = /soduz /SOXAd,u: /Zaijijduz /ZaiXEijdﬁL: Zaj/XEmAd,u
A X x =1 x =1 g=1

X

= /XEjﬂAdﬂ = Z a;p(E; N A) = Z a; <Ej N L"_'J Ai) = Z ajf (E‘J(Eg‘ N Ai))

X
n oo

:Z‘ w(E; 0 A;) Z;amEﬂA Z/‘pXAd“ Z/godu ZvAz

7=1 =1

.y (@AZ)

Pa je v mjera.

Primjetimo da smo koristili ¢ =} a;jxg;, ¥ - x4, =D - O

8 Predavanje 8

8.1 Teorem monotone konvergencije (TMK)

Teorem 8.1.1 (TMK-Teorem monotone konvergencije). Neka je { f,,}°2 ; neopadajuéi niz funk-
cijaiz LT(X),tj. fr < fur1 i f = lim f,. Tada je
n—o0

/fdu—nlggo/fndu-

Dokaz. Kako je f,, < foy1 < f = [ fadp < [ fusadp < [ fdu. Pa postoji (konacan ili

beskonacan) lim [ f,dpivrijedi lim [ f,du < [ fdu. Dokazimo sada obrnutu nejednakost.

Uzmimo fixiran o € (0, 1) i neka je ¢ jednostavna nenegativna f-ja t.d. je ¢ < f. Definirajmo
skupove E, := {x € X : f,(z) > ap(x)}. Tadaje E, C E, 11 J E, = X. Vrijeid f,, / f.

n=1
Imamo:

X

/fndu > /fndu = /fanndu > O‘/SOXEndNﬁ av(Ey).
X En X
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Prema lemi 7.2.2 i osobini mjere (neprekidnost u odnosu na rastuce unije) imamo:

lim [ f.dp > alim vE, =avX = a/gpd,u.
n—oo n—oo
X X

Dakle, lim [ f,du > o [ pdu za bilo koje 0 < a < 1. Odavde je lim [ f,du > [ pdu. Uzi-

majudi supremum po 0 < ¢ < f dobijemo lim [ f,du > [ fdu. Ove i obrnute nejednakosti

daju traZzenu jednakost. ]

Propozicija 8.1.2. Ako su f,g € L*(X), ondaje [(f + g)dp = [ fdu+ [ gdp.
X X X

Dokaz. Prema teoremu o aproskimaciji postoje nizovi nenegativnih jednostavnih funkcija

{en} i {thp} td. @, S~ fiy / g. Tada ¢ + 1, / f + g, pa na osnovu TMK i adistiv-
nosti integrala jednostavnih funkcija slijedi

/fdu+/gdu = JLI&/SDndM‘f—T}i_)IgO/wndu = T}Lrgo/(wn + thn)dp = /(f+g)du-

O

Posljedica 8.1.3. Neka je {f,,} konacan ili beskonacan niz funkcija iz LT (X) i f = Y fa.
Tada je !

[ tin=3 [ fudn

Dokaz. Na osnovu propozicije iznad, koristec¢i indukciju, vidimo da je

/nf:lfndMZRiV;/fndu

za bilo koje kona¢no N. Pustajuéi N — oo dobijamo
N 00
ti (37 fudi =Y [
n=1 n=1

N N
Sada koriste¢i TMK imamo da je lim [ > fo,dp = [ lim Y fodp = [ fdu, paje | fdu =
n—oo v ;T n—00 ;1
S [ i 55 fud = 3 [ e 0
Propozicija 8.1.4. Neka je f € L™ (X). Tada je | fdu = 0 akko je f = 0 g.s. na X.
X

Dokaz. Ptp. daje f = 0p—g.s.na Xi0 <
¢(x) = a, > 0 na nekom skupu Ay onda je f >

Jpdp=0paisup [ pdu=0= [ fdu=0.
X X

f, gdje je ¢ jednostavna f-ja. Ako je
0 na Ay, pa je stoga pAy, = 0. Tada je
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Obrnuto, ptp. da je [ fdu = 0. Neka je By = {z : f(z) > 1/k}. Tada je {z : f(z) >
0} = U Ek, pa ako nije f(z) = 0 g.s., onda mora biti ;F,, > 0 za neki n. No, f > Ly, , pa
k=1

je [ fdu >+ [ xp,du= tpu(E,) > 0. Kontradikcija. O
X

Posljedica 8.1.5. Neka je (f,) C LT (X), f € LT(X)i f, / f gs. na X. Tada je

/fd,u: lim /fnd,u.
n—oo
X X

Dokaz. Neka f,, / fzax € E,pricemuje pE° = 0. Tadaje f— fxg =0gs.ifn—fxg =0
g.s. pa imamo da je

/(f — fxe)dp=0= /fdu = /fxEdu

X

X/ (fo — Fux)du = 0= X/ Fudp = X/ Fuxedy
Paje

/ Fp — / Fendi = / Fan ™2 tim / Fudp = lim / Fuxedp = lim / Fudp.
X X E E X

Zadaca:

a) Naci primjer da TMK ne vazi ako posmatramo nenegativne izmjerive f-je f, t.d. one
monotono opadaju ka f.

b) Dokazati da ako (f,) C LT(X), f, \ f po tatkama na X i [ f,du < oo, onda je
J fdp = lim [ fodp.

Lema 8.1.6 (Fatouova lema). Ako je {f,,} niz funkcija iz L (X), onda je

/lim inf f,du < lim inf/fnd,u.
X

n—00 n—
X

Dokaz. Neka je g, = inf, > f,. Kako k raste, suzava se skup po kojem trazimo infimum, pa
vrijedi gy < g1, . niz (gx) je rastuéi.
Zasvaki k > 1 vrijedi inf,> f,, < fjzaj > k, paje

/iI;landu < /fjdu zasve j > k.
- X

X
Slijedi
/;}Z{ fodp < Jl,gg/fj dp.
X

X
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Uzimajudi limes limy_. ., na obje strane, dalje dobijamo

li inf f,dp < lim inf .
Pl %rzlk;f" B> kl—{goguzlk/f] H
X X

Sada, primjenom Teorema o monotonoj konvergenciji (TMK) imamo

9k
MK

lim inf f, du =X inf £ dy < lim inf d
/nEEoirikf" peo= 0 Elekf" B> kir?ogk/fj H
X X X

t].
/liminffn dp < liminf/fn dp. ]
n—oo n—oo
b's X

Posljedica 8.1.7. Akoje f,,f € LT(X)i f, — [ gs. naX, ondaje

/fd,ug lim inf/fnd,u.
n—oo
X X
Dokaz. Preskacemo. [

Za zadatu: Dokazati f € LT(X)1i [ fdu < 400 = pu({z: f(z) =+4o0}) = 01

{z : f(x) > 0} je o-konacan.

8.2 Integracija R i C funkcija

Neka (X, M, i) prostor mjere. Sjetimo se da smo za f : X — R definirali f*,f~ : X —
[0,4+00) sa fT =max{f,0}if~ = max{—f, 0}, i primjetili smo jednakosti

f:f+_f_7 ’f’:f++f_>
kao i da je f izmjeriva akko su fT i f~ izmjerive.

Definicija 8.2.1 (Lebesgueov integral realne funkcije f : X — R). Akoje f : X — R
izmjeriva funkcija, onda Lebesgueov integral funkcije f definiramo sa

/fduz/ﬁdu—/fdu,

uz uslov da je bar jedan od integrala na desnoj strani konacan. Za f kazemo da je Lebesgue

integrabilna, ako su oba [ f*dpu, [ f~du konaéni.
X X

Iz pomenute opservacije da | f| = f— f~ dobijemo i tvrdnju da je f Lebesgue integrabilna
akko je | f| L. integrabilna, tj. akko je [ |f]du < +oo.
X

Propozicija 8.2.1. Ako f, g integrabilne, tada vrijedi
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a) [kfdu=Fk [ fdu,Vk e R
b) [(f +g)dp= [ fdpu+ [ gdu
X X X
o) [ fdu < [gdpako f<g

X X

d)

X

I Ja] < [ 1710
Dokaz.

a) Razmatramo slucajeve po predznaku k.
E=0..
k>0 = (kf)T =kf*.
k<O=kf=kft—kf =—kf~—(=kf") = (kf)t =—kf~,(kf)" = —kfT, ..
~——

>0

b) Nekajeh = f+g,gdjeje f=ft — f~,g=9" — ¢, h=h" —h™. Imamo
W —h"=f"—f+g" —g.
Ne mora znaciti da je ht = fT + ¢, ali sigurno imamo da vrijedi:
Y+ f g =fT+g"+h.

Integrirajuci jednakost iznad dobijamo:

/h*d,u—ir/fdu+/gdu:/f+du+/g+du+/hd,u,
Jurau [wan= [rrau= [ aus [orau- [o an

Odakle slijedi
/(f+g)du—/fdu+/gdu-

c) f<g=g—f=>0paje

/(g—f)duzo = /gdu—/fdp,zo, tj. /gd,uZ/fdu.
foral = ol ol

Posljedica 8.2.2. Skup integrabilnih Realnih funkcija na X je Realan vektorski prostor, a [

d)

je linearan funkcional na tom prostoru.
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Definicija 8.2.2. Za izmjerivu f : X — C kaZzemo da je integrabilna ako je
/ | fldp < +o0.
X

Kazemo da je integrabilna na izmjerivom skupu £ € M ako je

/|f|du < 400.
B

Moze se pokazati: f : X — C je integrabilna akko su Re(f) i Im( f) integrabilne funkcije.

Definicija 8.2.3. Za f : X — C definirajmo Lebesgueov integral sa

/fdu:/Refd/,L+i/Imfdu.

X

MSP: Prostor integrabilnih Compleksnih funkcija je Compleksan vektorski prostor.
Prostore integrabilnih funkcija ozna¢avamo sa jednom od iduc¢ih oznaka, u zavisnosti od
konteksta:
L'(p), LX), LY(X, p).

Propozicija 8.2.3. Ako f € L'(X), f: X — C, onda je

X/fdu < X/ Fldu.

Dokaz. Ako je | « / dp = 0, tvrdnja slijedi trivijalno.
Pretpostavimo [ f du # 0. Stavimo

« je dobro definisano jer je f integrabilna; dakle « je broj.

‘/fdMQZ/fdu-mza/fdu-‘/fdu‘,
/deﬂlza/deu:/Xafdu

:/XRe(af) du+i/XIm(Oéf)dM
< [ IRe(af)] du

< [lasidu=1al [ If1dn= [ 171
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Pri ¢emu u zadnjoj jednakosti koristimo

Jfdu [ fdu _|J fan|”
[ fdpl [ fan[ | f fdu]?

la] = aa = ‘

[
Propozicija 8.2.4. Ako su f,g € L'(X) onda je [ fdu = [ gdu, za svako E € M akko
E E

J1f —gldu=0akko f = g gs.

Dokaz. (=):f=ggs.=>f—g=0gs.=|f—g|=0gs.= [|f—gldu=0.

Tada je
/Efdu—/Eng‘z‘/E(f—g)dM’S/Elf—9|du=0,

paje [ fdu= [ gdu.
(«<): Pretpostavimo [, fdu = [, gdu, VE € M, i pretpostavimo da nije f = g g.s.
Neka je u = Re(f — ¢g), v = Im(f — g), oboje realne funkcije. Vrijedi u = ut — u~,
v=1v" — v, pajebar jedna od u™,u",v", v~ pozitivna na skupu pozitivne mjere.
B.u.o., neka je to u™ i stavimo E' = {z : u*(z) > 0}, tada je u(E) > 0. Sad imamo

Re(/fdu—/gd,u) :/u+du>0 (jerjeu” = Ona E),
E E E

sto daje [, f dp # [, g dp — kontradikcija. O

Ovo nam govori da ako je f = g gotovo svuda, onda f i g moZemo "poistovjetiti" za nase
potrebe, i u nastavku ¢emo tako i raditi.

Teorem 8.2.5 (LTDK-Lebesgueov teorem dominirane konvergencije). Neka je { f,,} niz funk-
cijaiz L'(11), i neka vrijede:

2) fu— fings
b) Postoji nenegativna funkcija g € L' (1) t.d. |f,] < g g.s.1Vn,

tadaje f € L'(p) i [ fdp = lim [ f.dp.
n—oo
Dokaz. 1z | f,| < g g.s. za sve n slijedi
fl=tmlfl < gs= [Ifldus [gdu<oo=fe L.

Iz | f| < g gs.slijedi —g < f, < g gs., tj.
g+ fn=0 gs, i g—fu>0 gs.

Primijenimo Fatouovu lemu na oba niza:

/gdu—l—/fd,uSliminf/(g+fn)du=/gd,u—i—liminf/fnd,u,
/gdu—/fduSliminf/(g—fn)duz/gdu—limSUp/fndu-
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Odakle slijedi
1imsup/fndu < /fdu < liminf/fndm
n—oo

n—0o0

$to znaci da limes postoji i vrijedi
lim [ f,du= /fdu. O
n—oo
Posljedica 8.2.6. Neka f, € L*(uu),Vn, t.d. Y [|fu]ldpu < oo, tada Y f, konvergira g.s. ka
n=1 n=1

funkciji L' (p) i vrijedi da je [ (Z fnd,u) =3 [ fudp.
n=1

Dokaz. Preskacemo. [

Teorem 8.2.7 (O gusto¢i jednostavnih neprekidnih funkcija u L;). Ako f € L'(u)ie > 0
proizvoljno, onda postoji jednostavna funkcija ¢ € L'(u) t.d. [ |f — pldu < e.

Ako p1 Lebesgueova mjera, onda postoji neprekidna funkcija g t.d. ¢ = 0 van ogranicenog
intervala, t.d. [ |f — gldu < e.

Teorem 8.2.8 (O prelasku na limes i diferenciranje po parametru pod znakom integrala). Neka
je f: X X [a,b] — C integrabilna funkcija Vt € [a, b]. Ozna¢imo sa F’' funkciju

= /f(x,t)dx

a) Ptp.dadg € L(p) td. je |f(z,t)| < g(x) gs. zaz € X 1Vt € [a,b]. Tada vrijedi
lim f(z,t) = f(x,ty) zasve x = lim F(t) = F(to),

t—to t—to

tli_)I%/f(x,t)dx—/f(x,to)dx

Specijalno, ako je f(z, -) neprekidna Vz, onda je F' neprekidna.

drugim rijec¢ima:

b) Ptp. da El idg € L'(u) takva da je ‘%—{(m,t)‘ < g(x)gs. zax € X1Vt € [a,b]. Tada
je F d1ferenc1]ab11na f-ja i vrijedi

Dokaz.

a) t >ty <= Y.} t, — to,n — o0, fn(20 = f(z,t,), tada f,(z) — f(x,to) kad
n—ooi|fu(z)] <g(x)gs. zaz € X.

LTDKé/fxtodx—llm/fn Ydz = lim [ f(z,t,) dx—hm/fxt

n—o00 t—to
X
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b) Ponovo LTDK:

%(l}to) = lim h, (1), hy(z) = [z, t,) — f(x,to)

o e tn — to

pri ¢emu je ¢, pozitivan niz t.d. ¢, — .
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9 Predavanje 9

9.1 Poredenje Riemannovog i Lebesgueovog integrala

U analizama smo se do sad susretali sa dvije ekvivalentne definicije Riemann integrabilnosti:
1. Pomocu gornje i donje Darbouxove sume
2. Pomoc¢u Riemannove sume

U Analizi 2 su radene klase integrabilnih funkcija na [a, b] pri ¢emu je f ograni¢ena na
[a, b], 1 imali smo rezultate:

 f neprekidna = f je R-integrabilna.
« f ima prebrojivo mnogo t¢. prekida = f je R-int.
« [ ima tacke prekida i skup tacaka prekida je Jordanove mjere 0 = f R-int'*.
Osvrnimo se sada na vezu izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala.
Teorem 9.1.1. Neka je f ograniCena funkcija na [a, b].
a) Ako je f R-int. na [a, b] onda je ona i Lebesgue izmjeriva i int. na [a, b] (jer je ogr.). I

vrijedi
b

/f(x)dx = [ f(x)dx.
]

a la,b

b) (Lebesgueov kriterij R-integrabilnosti) Funkcija f je R-int. akko je skup tacaka prekida
Lebesgueove mjere 0.

Dokaz.
a) Vidjeti u materijalima

b) Preskacemo.

Primjer 9.1.2. Ispitati R. i L. int. date funkcije f.

1, reQnNlo1
(o) = -
0, r e INnlo,1]
Rjesenje. Ova f-ja ima prekid u svakoj tacki iz [0, 1] im([0, 1]) = 1 pa ona nije R-int. na [0, 1].
Ali f(x) =0 g.s. na 0, 1] (jer je m(Q N [a, b]) = 0) jer je

/f(x)da::/Oda::O-m([O,l]).

[0,1] [0,1]

1
Tj. Riemannov [ f(x)dz ne postoji, ali Lebesgueov [ f(z)dx postoji i jednak je 0. N
0 [0,1]

147a vise vidjeti literaturu, prof. Vajzovié¢, prof. Malenica
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1, z=,,mnal01,neN,tj. zaxe{1,2,3,4,...}

Primjer 9.1.3. Data je funkcija f(z) = {0 0.1
, inace na [0,

1
Ispitati R. i L. int. i izracunati [ f(z)dzi [ f(z)dz, ako je to moguce.
0 [0,1]

Rjesenje. F-ja sigurno ima prekid u té. {1,1/2,1/3,...} te u tacki x = 0, dok je u ostalim
tackama f-ja neprekidna. Dakle, skup té. prekida f-je f je {0,1,1/2,...}, a to je prebrojiv skup
i njegova mjera je 0 pa je prema Lebesgueovom kriteriju Riemann integrabilnosti funkcija f
R-int. na [0, 1], a prema teoremu 9.1.1. pod a) je i Lebesgue integrabilna i vrijedi

1
[ seyie= [ 1t
0 [0,1]
Ranije smo vidjeli da ako je f = ¢ g.s. na X onda
/fdu = /gd,u,VE € M, M o-alg. nad X.
tj. specijalno za &/ = X

f:gg.s.naX:>/fd,u:/gdu.
X

b
U nasem slucaju je f = 1 g.s. na [0, 1] pa je
1

/ f(x)dz = / 1de = m(0,1]) = 1, pajei /f(x)da: —1

[0,1] [0,1] 0
]

Teorem 9.1.4. Neka je f R-int. na [a, b] za Vb > a i neka je Lebesgue integrabilna na [a, +00].
Tada postoji Riemannov nesvojstveni integral na [a, +00) i vrijedi

+/Oof(x)da:: / f(@)dz

[a,+o0]

b
Dokaz. Wb > a postoji [ f(z)dx = 3 | f(x)dx. Uzmimo niz b, b rastuéi i posmatrajmo
a [a,b]

niz funkcija f,,(z) = f(2) - Xapo)(z). Tada f,, & filfa]l < |f] € L'([a,+o<]). Sada na
osnovu LTDK imamo

bn
/ f(z)dz = /fx[a +oo] (T X Jim I X(apn)(@)dr = lim f(z)dz L2% 1im f(z)dz
n—o0 n—o0 n—00
[a,+o0] R [a,bn] a
+o0
= / f(z)dx
O
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Primjedba: Prethodni thm. vrijedi i kada [a, 00) zamijenimo sa (—o0, a] ili (—o0, +00).
Propozicija 9.1.5.

1. Ako je f > 01i f R-int. u nesvojstvenom smislu na [a, +00), onda je ona i L-int. na
[a, +00) 1 vrijedi

2. Ako su fi|f| R-int. u nesvojstvenom smislu na [a, +00), onda je f L-int. na [a, +00) i
vrijedi

(I pod a) i pod b) vrijedi i u slucaju nesvojstvenog integrala II-vrste, tj. kada je f neogr. u
okolini neke tc.)

Dokaz. Preskacemo. O
+oo .

Primjer 9.1.6. | *~dx postoji kao R-nesvojstveni, pokazati da i *~dx ne postoji kao
0 (0,4-00)

Lebesgueov integral.

Rjesenje. Ako 22 € L'((0,00)), onda |#22| € L*((0,00)).

o0

/ 2 > / e dx:z / ‘smx =|lv—kr=t=2x=t+knr,dx=dt|
T T — T
(0,00) [7r,00)] 7 (km,(k+1)m)
(k+1)m T
B Z / |sinz| $| Z | sin(t + k) 0t
= t+ km
=(-1)* =0
. T . /—/\ /_/\
sint + cos km + costsin kmw
> Z dt
T = T (k+ )7
= Z /\smﬂdt
p (k+1
E/—/

=2

2 1
== kz Tl +00, jer ovaj red div.

)

Dakle, % ¢ L'((7,0)) pa % ¢ L'((0,00)).

R-int. slijedi iz Dirichletovog kriterija za R-nesv. integrale, tj. imamo

b
1
/sinxdmﬁM i— N\ 0,2 — oo.
x

a
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A u A2 se pokazuje da malo drugaciji integral f szl 72 ne postoji (u Riemannovom) smislu.

Primjer 9.1.7. (Iz dokumenta u fusnoti'®, primjer 2.2.27*)
Neka f : R — R L-int. Izrac¢unati:

lim T—n dz.
Hint: Uvesti smjenu'® promjenljive y = x + n i rastaviti integral na dva dijela: jedan na

intervalu (—n, 00) i drugi na (—n, co). Primjeniti LTDK i dokazati da prvi integral konvergira

kaOadrugika [ f(z)dx. Rjesenje: [ f(x)dx

Rjesenje.
/f(:c—n)lfmdx:]y:x—n,dx:dy,m:y—i-m /f 1—i-y|—g|/—1n|
=(_Oo/n)f<y>1f(ﬂ _n/oof Jreurel
ROE I{ﬂw%x(m,n)(y{d% T™MK, 0 < f, / f
falw)

o) < [f (W)X (—00,00)(¥)

/|fn |dy</|f ey | i

Mozemo uzeti limes (neprekidnost mjere, osobina d)), dobijamo

Tim [ fa@)ldy < Tm [ F@)X oo @)dy 2 [ T | FG) X, (p)dy = [ 0dy =0
1ozt ] [ [

R

Drugi sabirak:

|ttt /f UER () dy

1+|y+n| 1+|y+n|
Inw)

@) < 1F W)X (no0) () < 1f(y)] € L ((—00,00))(?), LTDK

Bhttps://ocw.uc3m.es/pluginfile.php/5426/mod_page/content/17/
EXERCISES%20-%20Solutions.%202.2.%20Integration%200f%20general%
20functions.pdf

16Mi éemo pretpostaviti da su autori skripte sa linka napravili tipkarsku gresku, te éemo uvesti sli¢nu, ali nesto
drugaciju smjenu.

(—n,00)
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Pa konac¢no dobijamo

nhjgo f(x—n)lf’a:ldx:/f(x)dx
_ R

O

Primjer 9.1.8. (Zadatak sa Mathematics Stack Exchange'”) Iskoristiti LTDK da se izra¢una:

lim nsin(x)

n—oo | 14 n2/x ‘
[0,1]

Koju "dominirajuc¢u” funkciju iskoristiti ovdje?

Rjesenje.
nsinx n
< c L'([0,1
\ < S < e L)
_nsinz sin x - LTDK ) nsinx
[0,1] [0,1] [0,1]
Kraj prvog parcijalnog.
7Link: https://math.stackexchange.com/questions/7737/

lebesgue-dominated-convergence-example
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II parcijala

10 Predavanje 10

10.1 Tipovi konvergencije
Neka f,,, f : X — R (ili O).
Definicija 10.1.1 (Konvergencija po tackama).
(Ve > 0)(Vz € X)(Ing = no(e,z) € N) : | fu(z) — f(z)| <e, ¢Eimn > ny
Zapisujemo: lim,, ., fn(z) = f(x).
Definicija 10.1.2 (Uniformna konvergencija).
(Ve > 0)(Ing =no(e) e N) (Vo € X) : |fu(z) — f(x)| <&, ¢&imn > ng

Zapisujemo: f,, = f na X.

Novi tipovi konvergencija o kojima ¢emo govoriti u nastavku:

« g.s. (gotovo svuda)

« umjeri

+ u L normi

Definicija 10.1.3 (Gotovo svuda (g.s.) konvergencija). Ako
pl{e € X ¢ Tim fu(@) # f(2)}) = 0.,
kazemo da f,, konvergira g.s. na X ka funkciji f.

Definicija 10.1.4 (Konvergencija u mjeri). Ako za Ve > 0 je:
Tim a({e € X : |fule) — f@)] 2 }) =0,

kazemo da f, konvergira u mjeri  ka funkciji f na X i pisemo: f, & f.
Za niz kazemo da je Cauchyjev u mjeri, ako za svako € > 0 vrijedi:

p{z e X i |fulz) = fr(z)] > €}) = 0, m,n — .

Definicija 10.1.5 (Konvergencija u L!-smislu (normi)). Ako je:

lim [ 1fu(a) = 1) du(e) =0,

n—o0

tji. [|f» — flli = 0 (n — o0), kazemo da f, konvergira ka f u L' smislu (normi), i pisemo:
Ll
fo = 1.

Napomena. Unif. konv. = konv. po ta¢. = konv. g.s. Obrat ne vrijedi. Niti jedna od
ovih konvergencija ne implicira L, a ni obrnuto.
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Primjer 10.1.1. f,(z) = x(n(2), « € R, ispitati konv. na R.
(1) Po tackama:

« Zaxw <0: fu(z) = txom(z) =1-0—0, n—oo
e Zax>0:Inge N:x<ny = z € (0,n)zasven > ng

1

= fu(x) = EX(UJL)(I) =——=0, n—o

1

n

Pa vidimo: Vz € R, lim,, .« fn(2) = 0, tj. niz konv. po tackama ka funkciji f(xz) = 0 na R.
(2) Uniformna:

1
sup | fn(z) — f(2)| = sup |=x(0.n) ()
z€R zeR | T

=——=0, n—o00
n

Dakle, f,, = f kad n — oc.
(3) G.s.: Slijedi iz obi¢ne konvergencije.
(4) U mjeri:

Neka € > 0 proizvoljno. Razmatramo:

(o€ Rile) = )] 2} = {o € Rs (o) 2

Za fiksirano ¢ > 0 uvijek postoji dovoljno veliko ng t.d. 1/n < e. Za takve n je skup iznad
prazan, tj.

1 1
{x eR: ﬁx(o,n)(:ﬁ) > 5} =g = m ({x eR: EX(OJL)@) > 5}) =0,

kad n — oo, odakle slijedi f,, 0.
(5) U L!'-smislu (normi):

Iz ovog primjera vidimo da nijedan od tipova konv. (1)-(4) ne implicira (5) L' konvergen-
ciju.

Primjer 10.1.2. f,(2) = X(n,n+1)(®)
(1) Po tackama:

re€Rppf. = dIngeN:ny>=zx

Pax ¢ (ng,no + 1); zasve n > ng vrijedi x ¢ (n,n + 1).

Pa f,(2) = X(nnt1)(®) =0 =0, n — 00 = f, = 0potac. (n — oo) = konv. gs.
(2) Uniformna konv.:

sup |fn(x) - f(ZL‘)| = sup X(n,n—i—l)(m) =1 7L> Oa n — 00
zeR zeR
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= fLABf, n— o
(3) U mjeri:
Neka ¢ > 0, razmatramo:

e €R: [fule) — (@) 2 &} = {£ € R: Xguen) (@) = £} = (m,n + 1),

odakle slijedi m((n,n+1)) =140, n— oc.
(4) L' norma:

/R fale) — f()| do = /R Nsny(#) dz = i, + 1)) = 1 450,

kad n — oo, pa f, %0.

Primjer 10.1.3. f,(z) =n- Xxp1/m(z), z€R
(1) Po tackama:

e2<0 = fu,(r)=n-0=0(zasven € N)

e =0 = n-Xpo1/m(0) =n—=+00, n— 00
ez >0= dng € N: nio < x = folx) = n- Xpam(r) =0, Vn > ng = folz) =
0,n — oo.
Pa slijedi da f,(z) — 0 g.s. na R, jer u({0}) = 0. Takoder f,, 72 0 (jer ne konv. obi¢no, samo
g.s.)
(4) U mjeri:
{zeR:|ful@) - f@)| Zze} ={zr €R:n-xpim(z) 2} =1[0,1/n)

— m({zx e R:|fu(z) — f(x)] > e}) =m([0,1/n]) = % -0, n—oo0 = f, =>0.
(5) U L! smislu:

/|fn<x>—f<x>|dx:/n-x[o,l/n]mdx:n-l:1740, n — o0,
R R n
pafn 7L>1 0.

Primjer 10.1.4. f,(x) = X[j/2x,(j+1)/2¢] (), pri Cemu n = P45 k>00<j<2-1z¢€
0, 1].

n — oo = k — oo. Duzina datog intervala je 1/2".

Prvih nekoliko funkcija (indeksi: 2%, 28 +1,...,2%F 4 28 — 1)

fi(z) = Xp1() f5(x) = Xq1/a,1/2(2)
J2(z) = Xj0,1/21() fo(z) = Xp2/4,3/4(2)
fs(@) = xp/2,) (%) fr(@) = X34, (%)
fa(z) = Xj0,1/4) ()

Sada: s <2z <Lt — j<2r<j+1 = j=[2Fz]

Primjec¢ujemo: ako f,(z) =1 = fuu1(z) =0ili f,_1(z) = 0.
— fu(z) ima 2 tacke gomilanja: 01 1, jer:

+ 1 .
x € [%, J o 1 za beskona¢no mnogo parova j, k;
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4. vk, 3j 12 € [&, T2
= foyi(@) =1 = foryja(x) =0ili foryj1(z) =0

—> fu(z) = 1 za beskona¢no mnogo n; f,,(x) = 0 za beskona¢no mnogo n.
= nemamo konvergenciju ni po tackama (1), ni uniformne (2), ni g.s. (3).
(4) Po mjeri:

{xe[o,11:rfn<x>—0|zs}=[j j“]

PLANDT
== m([;—k,gikl]) :2%—>Okadn—>oo(jertadk%oo), — f, >0.
(5) U L!-smislu:

1 .
/ | f(z) — 0] dz = / X[j/2k,(j+1)/2% (7) dor = ST 0, n — oo (jertad k — o00).
[0,1] [0,1]

Napomena. Iz ovog primjera vidimo da konvergencija po mjeri i L' konvergencija ne impli-
ciraju konvergenciju po tackama, uniformnu i g.s. konvergenciju.

Propozicije o tipovima konvergencije
1
Propozicija 10.1.5. f, L, f = f. 5 f

Dokaz. € > 0 ppf.
Posmatramo E, . = {v € X : |f,(x) — f(z)| > €}

[ 1f.te) = pia) o > / fule) — f(2)] da

:>m(En,5)§%fX|fn—f|dx—>0, n—>+oo,(jerfnL—1>fiz—:>0ﬁksno)
= m(E,.) =0, n—oo0 = f,— f. O

Propozicija 10.1.6. f, — fif, — g = f=ggs.

Dokaz.

| =

wex:f£0)=U{ae Xl - gl 2 1}
Primjecujemo:
[f (@) = g(2)| = [f(2) = ful2) + fulx) = g(@)] < |fulz) = f(2)] + [fnlz) — 9(2)|
Odakle slijedi

1

2k}U{x € X i |fulw) —g(z)| >

SN
H—/

{eexiirw gl 2 1} < {eexi i - sl 2
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pajer f, = fif, = g

w({o Xl - 1) 2 5 ) 0
w ({o e X 1) — g0l = 5

— m{zreX:f#£g})=0 = f=ggs. N
Propozicija 10.1.7. Neka f,, — f g.s., f, i f izmjerive, i m(X) < +o0. Tada f,, — f.
Dokaz. € > 0 ppt.

Posmatramo F, . = {x € X : |f.(x) — f(x)| > €}. Stavimo F,, = JDQEJ-76 = F,1 CF,za

j=n
sven; F1 C X;m(X) < oo.
(Koristimo osobinu za opadajuce presjeke, za to nam sluzi m(X) < 00.)
o0
= m(F) < f+ooim| ) Fn) = 0, jer je:

n=1

N Fo=f{zeX:fuAfh i fu—fes
n=1

— lim, oo m(F,) =m < N Fn) =0 = lim, soom(E,.) =0 = f, > f. H
n=1

Propozicija 10.1.8. Ako je (f,,) Cauchyjev niz u mjeri izmjerivih funkcija, onda postoji iz-
mjeriva funkcija f takva da f, £ f, i postoji podniz ( fn;) koji konvergira g.s.

Dokaz. Preskacemo. [
Napomena. U Primjeru 4. uzmimo podniz for. Tada for(z) = Xjo,1/2¢(z) — 0 g.s.. Tj. ovo

je podniz koji tamo mozemo izdvojiti.
Mozemo zakljuciti:

fo s f = 3fu  fo > fes.

Teorem 10.1.9 (Egoroff). Neka je (X, M, i) prostor kona¢ne mjere, i f, — f g.s., gdje su
f, fn izmjerive.
Tada:

Ve >0,3E C X : u(E) <eif, = fnakFE"

Dokaz. Definirajmo E = {z € X : lim,_, fu(z) # f(z)}. Posto f,, — f gs. = pu(F) =0.
B.u.o. pretpostavljamo da f,,(z) — f(z) na cijelom X.
Za k,n € IN definirajmo:

“+00

B i= U {o e X lfulo) - @) 2 1

— Fi(k) D Es(k) D ... paimamo opadajuéi niz, i u(X) < 400 = p(E,(k)) < +o00
za sve k. Pa je: p ( N En(k)) = lim,, 00 p(En(k)).

n=1
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Sada tvrdimo da ()~ , E, (k) = &. Dokazimo ovo.
Pretpostavimo suprotno:

Ako 3z € N E,(k) = z € E,(k) za sve n, onda |f,,(z) — f(z)| > 7 za beskonatno
mnogo m, a odatle slijedi f,,(z) /4 f(x) — kontradikcija sa pretpostavkom.

Dakle: (2, E, (k) = @ = lim,, o u(E,(k)) = 0.

Sada, zae > 01k € N, izaberimo ny (dovoljno veliko) t.d.:

p(E () < 5

Definirajmo: E = |J;—, En, (k), tad p(E) < 307 p(En, (k) < D opcy 37 = €.

Pokazimo sada uniformnu konvergenciju na E°, tj. da za proizvoljno 6 > 0 postoji ng =
no(9) t.d. |fn(x) — f(x)] < 6, ¢imn > ny.

Neka § > 0 proizvolino = 3k € IN : £ < 4. Stavimo ng = ny, = no(0).

00 +o00
Nekaw € E°= a2 € (| ES (k) >z € ES (k)tize () {z€X :|fn(z)— f(z) >1}°
k=1 m=n
= |fu(z) — f(z)| < 1 <dzasvem >ny, = f, = fnaFE" O

Naprimjer, za f,,(x) = 2" na [0, 1], f,, — f, f ima skokuz = 1.

Teorem nam daje vrstu konvergencije koja se nekad naziva: "gotovo svuda uniformna

konvergencija'®"

Propozicija 10.1.10. Ako f, — f gotovo uniformno, onda f,, — f g.s. i u mjeri.
Dokaz. Preskacemo. [
Propozicija 10.1.11. TMK vrijedi i kad se f, — f g.s. zamijeni sa f,, = f.

Dokaz. -//-. O

18 Almost uniform convergence. Nije tesko vidjeti da ova konvergencija implicira g.s. konv. i konv. u mjeri.
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11 Predavanje 11

11.1 Produkt mjere. Teorem Fubini-Tonelli

Neka su (X, M, 1) i (Y, N, v) prostori mjere. Na skupu X x Y definirana je produkt o-algebra
M @ N - to je najmanja o-algebra generirana izmjerivim pravougaonicima M x N, gdje
MeM,NeN.

Pretpostavljmo da je A x B pravougaonik koji je kona¢na ili prebrojiva disjunktna unija
pravougaonika A; x B;. Tadazax € Xiy € Y

) Xal) = Xaen(22) = 3 Xty (2:0) = 3, 2) s, () /[ )

Integriranjem po x, a zatim i po y, dobijamo redom:

1(A) x5(y) =/XA(SC) Z/XA 2)xs; (y)dp(x Zu ) x5 //dv y)
J
Neka je A familija svih konaé¢nih disjunktnih unija pravougaonika, tj. svih skupova oblika

E:A1><Bl H’JAQXBQ L‘l_‘J L'l_'JAnXBn-
Definirajmo

= Z w(A;) v(B;), (uz dogovor 0 - 0o = 0).

Vidimo da je 7 dobro definirano na A (jer dvije reprezentacije od E kao konacne disjunktne
unije pravougaonika imaju zajednicko profinjenje) i da je 7 predmjera nad .A. Prema ranijim
teoremama, 7 generira vanjsku mjeru na X x Y ¢ija je restrikcija na M ® N mjera koja
produzava 7. Tu mjeru zovemo produkt mjera i i v i oznacavamo s o X v.

Ako su i i v o-konacne mjere, tj. ako moZemo pisati

X = UAJ, Y = UBk, w(A;) <oo, v(By)<oo Vi k,

ondaje X xY = J;, Ajx Byi(uxv)(A;x By) = u(A;) v(By) < +00, paje i xv o-konactna.
To implicira da je i X v jedinstven mjera na M ® N takva daje (u x v)(A x B) = pu(A) v(B)
za sve pravougaonike A x B.

z-skupovi i y-skupovi
ZaE C X xYixe X,y €Y definirajmo x-skup E, i y-skup EY:
={yeY:(x,y € E}, EY = {zeX:(z,y) € E}
Ako je f funkcijana X x Y, tada definiramo
foly) = ) = f(z,y).
Na primjer: (xg). = xg. 1 (X5)” = Xpv.
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Propozicija 11.1.1.
a) AkoE € M@N,ondaE, € Nzasver € XiEYc MzasveycY.

b) Ako je f M ® N-izmjeriva, onda je f, N -izmjeriva za sve x € X, a f¥ M-izmjeriva za
svey €Y.

Dokaz.  a) Posmatramo familiju
R={ECXXY:E,eNVzeX, EYeMVyeY}.
R sadrzi sve izmjerive pravougaonike A x B (A € M, B € N), jer:

B, xzeA,
g, xe A

A, yeB,
g, ye B

(AXB)I—{ (AxB)y—{
Pokazimo da je R o-algebra.

Sto se tice unija imamo:

y € <UEJ> — (z,y) € UEj < djotd. (z,y) € Ej,
j=1

j=1
= ye€ (B

o0

= yel|JE)).

J=1

[e.9]

— (UB) gG(Ej)m.m)

. T .
Jj=1 Jj=1

S druge strane

dakle, iz (M) i (M) dobijamo (U E;), = fjl(Ej)x.

J=1

Sto se tice komplemenata imamo:

y€(E)y = (v,y) €E° = (v,y) ¢ B, = y€ (L)
[jerakoy € E, = (z,y) € E, L] = y € (E,)°
= (E)z C (E.)". (o)
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S druge strane:

paiz (e) i (ee) dobijamo (E°), = (FE,)".

Sli¢no vrijedi i za y-skupove. Dakle, R je o-algebra koja sadrzi sve izmjerive pravouga-
onike, pa M @ N' C R (jer M ® N najmanja takva o-alg. po def.).

b) Slijedi iz (a), jer (f;)"'(B) = (f7'(B)). i (f*)~1(B) = (f71(B))Y, a M @ N)-
izmjerivost od f daje f~!(B) e M @ N.
[

Napomena. I kada su p i v potpune mjere, ;v X v obi¢no nije. Kao primjer posmatrajmo
mjeru 4 = v = m Lebesgueovu mjeru na R i neka je A # @ izmjeriv skup t.d. jemA = 0
i B € P(R)\ Lg (neizmjeriv skup). Tadaje A x B C Ax Riux v(Ax R) =0, ali
A X B ¢ Lr X Lg, prema prethodnoj propoziciji.

Monotona klasa

Definicija 11.1.1. Monotonom klasom na X zovemo familiju C C P(X) zatvorenu u odnosu
na prebrojive rastuce unije i prebrojive opadajuce presjeke:

«EjcC, EiCEC--- = UL E eC,
«EjeC, E\2E, 2 = N2, E;€C.

Svaka o-algebra je monotona klasa. Presjek bilo koje familije monotonih klasa je monotona
klasa. Ako je & C P(X) bilo koja familija, onda postoji najmanja monotona klasa koja sadrzi
&; oznatavamo je s C(£) i zovemo je monotona klasa od £ (ili monotona klasa generisana sa

£).
Lema 11.1.2. Ako je A algebra podskupova od X, onda je C(A) = o(A).

Dokaz. Preskacemo (vidjeti u materijalima). [

Teorem Fubini-Tonelli

Teorem 11.1.3 (Fubini-Tonelli za karakteristi¢cne funkcije). Neka su (X, M, pu) i (Y,N,v)
o-kona¢ni prostori mjere. Ako je E € M ® N, onda su funkcije x — v(E,) iy — p(EY)
izmjerive na X i Y redom, i vrijedi:

(3 )(E) = [ viE)duta) = [ u(E")dviy)
X Y
Dokaz. 1° Sluéaj: p i v konaéne (u(X) < +oo, v(Y) < +00).
Neka je C = {F € M ® N : tvrdnja teorema vrijedi za E'}. Pokazimo da C sadrzi sve
izmjerive pravougaonike i konac¢ne disjunktne unije izmjerivih pravougaonika.
Oznacimo sa A algebru svih kona¢nih disjunktnih unija izmjerivih pravougaonika.
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Nekaje E = Ax B,Ac M, B € N. Tada:

) B, zeA, _Jv(B), xeA, B
E, = {@’ rd A = v(FE,;) = {0’ cd A — v(E,) =v(B)xal(z),

Sto je izmjeriva funkcija jer je A izmjeriv skup. Stoga:

[ B dno) = [ v(BIxate)dnte) = B ) = (u x )(E)

Analogno je u(EY) = pA - xp(y) izmjeriva f-ja, pa je
/YM(EZ’) dv(y) = /YM(A)XB(?J)dV(y) = u(A)v(B) = (nx v)(E),

odakle slijedi A x B € C, a zbog linearnosti integrala, C sadrzZi i kona¢ne disjunktne unije
pravougaonika, tj. A C C.
Pokazimo sada da je C monotona klasa.

Rastucée unije: Neka £, € C, By C E, C ---,i F := |J FE,. Definirajmo

fn(x) = V((En)a:)a gn(y) = N((En)y)§

ovo su izmjerive funkcije jer F,, € C.
Imamo

(1 % 1) (Ey) = /X ful@)du(z) = /Y G () d(y),

iFE, ~ E,paje
(1 xv)(E) = lim (ux v)(Ep).

Posto su E, rastudi, f, i g, su rastuce funkcije na X i Y redom, tj. f, * v(E.), g,
pu(EY), pa kako su lim f,(z) = v(E;) i lim ¢,(y) = p(EY) izmjerive funkije, kao limesi
n—oo n—o0

izmjerivih funkcija, to prema TMK imamo:

n—oo n—oo

lim andu(:r)z/XV(Ex)du(fv), lim andV(y)z/Yu(Ey)dV(y),

— [ B duta) = [ pE) dv(y) = (ux 0)(B) — Eec

pa je C zatvoren u odnosu na rastuce unije.
Pokazimo sada da je C zatvoren u odnosu na opadajuce presjeke.
Opadajucéi presjeci:

Neka F,, € Ctd. £y D E3 D -+ istavimo E := () E,.
n=1

fo(x) € LY (v) jerje v((Fy),) < vY < +00ipuX < +oo.
an(y) € LY (p) jer je u((E1)Y) < uX < +o0ivY < +4oo.
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Takoder vrijedi v((E,),) — v(E;), p((E,)Y) — p(EY), pa se moze primjeniti LTDK i
zakljucitida ()~ , E, € C.

Dakle, C je monotona klasa i A C C, odakle slijedi o(.A) C C, jer je 0(.A) najmanja o-
algebra koja sadrzi A io(A) = C(A) C C. Dobijamo da je M ® N C C, pa tvrdnja vrijedi

VE € M ® N, pri ¢emu smo svo vrijeme pretpostavljali da su y, v kona¢ne mjere.

2° Slucaj: p i v o-konacne mjere, onda je i 1 X v o-konacna i vrijedi:
X xv = JUJ&Xixvy),
i=1j=1

t.d. su X; x Y; skupovi kona¢ne mjere. Ako £ € M ® N onda prethodno primjenimo na
EnN(X; xY;), Vi, j paimamo:

(1 x V)(EN (X, x 1)) = /X v (@) V(Es N ;) dpu() = / v, () 1(EY 01 X3) dv(y).

Primjenom TMK dva puta dobijamo rezultat. [
Teorem 11.1.4 (Fubini-Tonelli). Neka su (X, M, u) i (Y, N, v) o-konaéni prostori mjere.

a) (Tonelli) Ako f € L1 (X x Y), tada funkcije

:an i Mw:Lﬂw

pripadaju LT (X) i LT (Y") respektivno, i vrijedi:

[ rawsn = [ ([ rema))au) = [ ([ s an) ) avt. o

b) (Fubini) Ako f € L'(X x Y), onda fz € L' (v )zags z € XifYe LY u)zags.
y € Y. G.s. definirane funkcije g(x fY fedvih(y fX fY du pripadaju L'(p) i
L(v) respektivno, i vrijedi Jednakost (1) iznad.

Dokaz.

a) (Tonelli) Ako je f karakteristi¢cna funkcija, tvrdnja se svodi na Fubini-Tonelli za karak-
teristicne funkcije. Nenegativne jednostavne funkcije su konac¢ne linearne kombinacije
karakteristi¢nih funkcija, pa tvrdnja vrijedi i za njih na osnovu linearnosti integrala.

Zaoptislutaj f € Lt (X v) mozemo nadiniz ( f,), nenegativnih jednostavnih funkcija
td. f,  f paprimjenom TMK na odgovarajuce g, i h,, mozemo naci g, htd. g, gi
h., /" h (pa ¢e g i h biti izmjerive), i ponovnom primjenom TMK dobijamo

/gﬁw¥<mn/gnu—hm fod(uxv) ™ [ Faguxov),

X XxY XxY

/ hdv ™2 lim [ hodv = lim fod(p x v) e fd(pxv),
X n—eo Jx o0 X XY XxY
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b) (Fubini) Prema dijelu a), ako f € L*(u x v) i [ fd(u x v) < +00, onda slijedi

/gdu<+oo = g(z) < +oozags. .z € X,
X

/hd,u<—|—oo = h(r) < +oozags.y €Y,
be

paf., € L'(v)zags. zi fY € L'(n) za gs. y.

Ako f € L'(X x Y)i f realna, onda | f| € L'(X x Y) i mozemo pisati f = fT — f~,
pa moZzemo naci odgovoarajuce funkcije g™, g, ht, h™, takve da je:

/g+mwg/g-m~: iﬁdwxu>s/‘ ld(u x v) < +oo,
X X XxY XxY

= gt +g <+oozagsre€X = f,€L'(v)zags. z.
Sli¢no se pokaZe i za h(y), tj. dobijemo f¥ € L'(u)zags.y € Y.

Konacno, teorem za realne funkcije slijedi iz:

fauxv)= [ praxe) = [ doxo)

XxXY XxXY XxY

primjenom a) na f* i f~ dobijamo jednakost (1).

Za kompleksne funkcije mozemo pisati f = Re f + Im f, pa primjenimo prethodno (?,
valjda opet pod a), nije mi jasno u trenutku pisanja) na Re f i Im f.

]

Napomena. Za dodatne komentare vidjeti skriptu (str. 92).
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12 Predavanje 121i 13

12.1 LP prostori (1 < p < +00)
Neka je (X, M, 1) prostor mjere, f izmjeriva f-jana X i 0 < p < 400. Defini§imo

1/p
£l = ( /X |f|”du) ,

(pri ¢emu dopustamo moguénost da je || ||, = 00).
Sada definisemo prostor

IP(X, M pu) ={f: X — C: fizmjerivai| f||, < +oo}.

Koristi¢emo i oznaku LP(X), L”(u) ili jendostavno L? ako to nece izazvati zabunu. Kao i u
slu¢aju prostora L' smatra¢emo dvije funkcije iz L? istim elementom iz L? ako je f = g g.s.
Ako je A neprazan skup definiramo [,(A) dabude LP(11), pri ¢emu je ;t mjera prebrojavanja
na (A, P(A)), dok prostor /,(IN) jednostavno obiljezavamo sa /.
Ako su f i g iz L”, onda imamo sljedece

|f 49l < 1FI+ gl < 2max{|f],|g]} = |f +g]" < 2(max{[f],]g]})" < 2°(|f]" + [4l"),

odakle slijedi da jei f + g € LP. Kako je aof € LP kad god f € LP (Vo € C), onda je
af +Bge€ LP,Vf g€ LP,Va, B € C, pa je LP linearni vektorski prostor nad poljem C.

Ocigledno je || f|, = 0 akko je f = 0 g.s. i ||af||, = |||/ f]|, za svako a € C, pa ukoliko
je zadovoljena jo§ nejednakost trougla, onda je || - ||, norma. Pokaza¢emo da je || - || norma za
p > 1, dakle za 0 < p < 1 nemamo normu.

Lema 12.1.1. Zaa > 0,b > 010 < p < 1 vrijedi nejednakost
a? +b” > (a+b)".

Dokaz. B.u.o mozemo ptp. daje 0 < a < b. Nakon dijeljenja sa a” dobijamo

b\ b\?”
e (2) > (1)
a a
Uvedimo 2 = ¢ i posmatrajmo funkciju f(¢) =1+ — (1 +t)?,za0 <t < 1.
Kako je
1) = ptP —p(14+)P 1 = p[t* ' —(14+)P7 1] > 0, jer t < 1+t = t*"1 > (14+)*, (p— 1 < 0)

to je nasa f-ja f rastuca, paje f(t) > f(1) =2—-2P >0, Vt > 1,jerje 0 < p < 1.
Dakle f(t) > Ozasvet > 1,t. 1+ (g)p > (1+ g)p (0 < a < b). Odavde dobijamo
a’ 4+ b > (a+b)? zasvea > 0,0 > 0. O

Neka su sada E i F' dva disjunktna podskupa konac¢ne pozitivne mjere na X i stavimo
a = (uE)"ib= (uF)'/?. Tada je

1/p
s + xell = ( [+ mw) — (UE + pF)V? = (@ + )7
X

[Lemaiznad | > a+ b
= lIxelly + lxrllp-

Dakle, za 0 < p < 1 ne mora da vrijedi nejednakost trougla, pa || - ||, nije norma za
0<p<l.
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Lema 12.1.2 (Youngova nejednakost). Akoa > 0,6 >0i0 < A <1, onda:
A < ha+ (1= A\)b

Dokaz. Ako je b = 0, nejednakost je ocita. Neka je b # 0. Pretpostavimo b.u.o. 0 < b <
a = 1 < 3. Nakon dijeljenja ¢itave nejednakosti sa b dobijamo:

PUY a a\? a
< \— — — < \— —).
h AT+ (1 )\)<:>(b) AT+

Uvedimo t = ¢ > 11 posmatrajmo f-ju f(t) = t* — Xt — (1 — \), ¢t > 0. Kako je f'(t) =
AMAE— X = At —1) <0 (jer je A — 1 < 0), imamo da je f opadajuéa f-ja (i to strogo za

t>1).
Dakle, f(t) < f(1) = 0 paje a*b'™* < Xa + (1 — \)b i jednakost se dostize za t = 1, tj.
a=Db. [

Teorem 12.1.3 (Holderova nejednakost za funkcije). Nekaje 1 < p < oc0oil/p+1/q¢ = 1.
Neka su f, g izmjerljive na X. Tada:

1fglly < [1.fllpllgllq

Posebno, ako je f € LPig € L9, tadaje fg € L .
Jednakost vrijedi akko a| f|P = 3|g|? g.s., za neke konstante «, 5, t.d. a8 # 0.

Dokaz. Akoje| f|, = 0ili||g||, = 0, tvrdnja je trivijalna: f = 0gs.,ilig =0gs. = fg=0

gs. = ||fgll = 0. Sli¢no, trivijalno je ako je || f||, = +oo ili [|g]|, = +oc.
Sada pretpostavimo da je 0 < || ||, < 40010 < ||g||; < +00. Definirajmo:

@, @l

AR llalle ™ "

Primjenom Youngove nejednakosti:

At _ e H@N9@)] _ TF@P | 1lg@)
7o ol =0 178 " Tl

Integriranjem dobijamo:

@) o - !
x I TLlgll, = b1

i el =

Pdp(x /g “dp(x
) ST . 9@

—IIfHﬁ —||9||q

||f||p||9|!q

Desna strana se pojednostavljuje na i 14 % 1= % + é =1.

1/ 9llx
£ 1lpllgllq
= [Ifgllh < I fll,llgllg
Zafell,ge L' = |fllpllglly < +o0 = |[|fglli < +oo = fg e L.
Prema Youngovoj nejednakosti, jednakost vrijedi kada:
x)|P x)|4
@ _lor
LI gl
~—— ~—

= :6

— 1>
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Uslov % + é = 1 koji se pojavljuje u Holderovoj nejednakosti cesto se pojavljuje u LP
teoriji. Ako je 1 < p < +00, onda se broj ¢ t.d. ]l) + % = 1 zove konjugovani eksponent od p.

Teorem 12.1.4 (Nejednakost Minkowskog). Akojel <p < +o01i f,g € LP, tada:

1f+glle <1 fllp + llglly

Dokaz. Za p = 1 tvrdnja je trivijalna, jer je |f + g| < |f| + |g|, a integriranjem dobijemo

If+ gl < 1flli + llglli- Akoje f + g =0 gs., tadaje [ |f +gldu=0<|[fll, + gl
Akojep >11if+g#0gs., tada:

FHglP=1f+gl-1f+gP < (fl+1g) - |f+glP =1F1- 1+ 9P+ gl 1f+ 9P

Neka je ¢ takav da vrijedi 1/p+ 1/¢ = 1. Tadaje g+ p=pqg = p=q(p —1).
Integriranjem i primjenom Holderove nejednakosti dobijamo:

I+ gl = / 4+ gP di
X
s/ |f|-|f+g|p‘1du+/ gl - 1f + gP" du
X X

Hslder] < ||, |1 + o, + llgll 17 + o],
= (11l + llgll) - I1£ + 9P

1/q
= (11l + llgll) ( [ 1+ gl du)

1/q
[ = g = ] = (11, + lgll) ( [+ du)

= (I£llp + lgllp)IILf + gl

Prema tome:
1+ gl < (1f 1l + Ngllp) Lf + gli2/

Dijeljenjem obje strane s || f + g][%/*:

1LF+ gl <[ fllp + gl
Kako je p — p/q = p(1 —1/q) = p(1/p) = 1, dobijamo:
1f +gllp < £l + llgll

]

Dokazali smo da je L? (1 < p < 400) normiran vektorski prostor, a norma je zadana sa:

i1, = [ 156 du(w))w

Napomena. Analogno sa prostorima ¢,

l, = {(ai)i ; Z la;|P < +oo}
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1/p
(@), = <Z Iailp>

Ako je ;1 mjera prebrojavanja, X = N, tada:

([ 1w dﬂ(%))l/p _ (f |f(i)lp>

Drugim rijec¢ima, integrali su redovi kada je mjera mjera prebrojavanja. Kriterij konvergencije
redova se takoder moze izvesti iz ovoga.

1/p

Teorem 12.1.5 (L” je Banachov prostor, aka Riesz-Fischerov teorem). L, 1 < p < +o0, je
Banachov prostor (potpun normiran prostor).

Dokaz. Preskacemo. O]

Posljedica 12.1.6. Neka je 1 < p < +oo. Akoje (fn)n C LPi f, — fu L” normi (tj.
|fn — fllp — 0 kadan — 00), tada postoji podniz (f,,); takav da konvergira ka f g.s.

Dokaz. Preskacemo. [

Napomena. Ovo mozemo pokazati teoremima koje smo u¢ili na predavanju o vrstama ko-
nvergencije.
fer? < |fPelL?

Propozicija 12.1.7 (Bitna propozicija). Za 1 < p < +o00, skup jednostavnih funkcija oblika:
¢ - Z a;XE;; nge je H’(E]) < +00,
j=1
gust je u LP.
Napomena. Neprekidne funkcije su takoder guste u skupu jednostavnih funkcija (provjeriti).

Dokaz. ¢ € LP (ocigledno). Ako je f € LP, neka su (¢,), jednostavne funkcije takve da
On — [ g.s.1|pn| < |f] (teorem o aproksimaciji).
On € LPi|g, — fIP<2P- |f[P ,(LTDK). Dakle:
<~

€Ll jer feLp
|l¢n — fll, =0 kada n — oco.

Imamo jos i:
[ 16uPdn =S lasPu(E) < [ 177 du <+
b's ; b's

Slijedi da je p(E;) < +o0. O
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12.2 L™ prostor

Sada razmatramo L*°.
Neka f izmjerljiva na X, definirajmo:

[ flloo = mf{M >0 p({z - [f(x)] > M}) = 0}

Ovo je norma esencijalnog supremuma, nekad koristimo i oznaku ess sup | f (z)|. Akoje || f|loc =
reX
+00, ne postoji konacno esencijalno ogranicenje.

Napomena. inf @ = 400 po definiciji.

Naprimjer u({z : |f(z)| > 1}) =0 = |f(x)| < 1 g.s. Generaliziramo ovaj primjer za
M, tj. |f(z)| < M g.s. Tada vrijedi: | f(z)| < M g.s., alitada |f(z)] < ||f]lc0g-S-

L =L¥(X,M,u)={f: X — C: fizmjerljivai || f||oc <400}
Primjer 12.2.1. 1/x ¢ L.
Drugim rijecima, L™ je prostor gotovo svugdje ogranicenih funkcija.
Teorem 12.2.2.
a) Ako su f, g mjerljive na X, tada:

1Fglls < 2 llgllee

Akoje f € L'ig € L™, tadaje || fg[ly = [ f]l1]l9]lo akko |g(z)| = [|g]|~ gs. na skupu
gdje je f(x) # 0 (tj. akko je g konstanta).

b) esssup = || - ||« je norma.
¢) ||fn — flloo — 0 akko postoji E' € M takav da je u(E°) =01 f,, =% f na E.

d) L* je Banachov prostor. (Nece biti na ispitu; LP Banach hoce ?? nismo radili dokaz tkd.
mislim da ipak nece, receno je na iducem predavanju da nece).

e) Jednostavne funkcije su guste u L*>°. (Nije tesko).

Dokaz.  a) |g| < ||g]lc uvijek vrijedi, stoga je |fg] < |fllg] < |f|llg|lco- Integrirajuéi ovu
nejednakost dobijamo:

d o dpt = [|g|o dp = ||gllooll 111
/leg\ ué/x\f\HgH p= gl /X\f! p= llglloo 1711

Primjetimo da je | f|[|gllc = |fllg] < 0 gs., paje

[ 51l = 17l di =0

akko je [f[|glloc — [f[lg| = 0 g:s., odakle slijedi f = 0 ili |g] = [[g[| &-s.
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b) Akoje ||fllco =0 = |f| < 0gs. = f = 0gs. Akoje A = 0 onda je ocito ||\ f|lw =

(Al flloo- Za A # 0je Af| = [AIFI < N[ flloe &5 = IAfllo < [A[[floo-

Primjenjujuéi ovaj rezultat na A=! i A f imamo:

1 lloo < INTHIM Nl / A= AN lle < 1A f (oo

Iz Cega slijedi ||\ floo = ||l f]] oo
Dalje, |f + g| < |f] + |g] < [[flloo + |9l g8- = [If + 9lloc < [[f]loo + [|9]lcc-

¢) [|[fo—Fflloo—=0 <= FJE e Mtd p(E°) =0if, = fnakF.

d)

(=) Ptp. ||fn — fllo = Okad n — oo. Tada je |fu.(x) — f(2)] < ||fn — flloo &5
Definirajmo:

Foo={z € X :|falz) = f(2)] = Ifn — flloc}
Tada je pu(F,) = 0. Def. F :=|J, F,, i E = F*. Slijedi £° = F i

p(F) <D p(F)=> 0=0.

Vrijedi | f,.(x) — f(z)| < ||fn — flleo za Vz € E, §to implicira da f,, =% f na F.

(<) Pretpostavimo da f,, = f na Eidaje u(E°) = 0. Za Ve > 0 vrijedi |f,(x) —
f(z)| < € za dovoljno veliko n i za Vo € FE, tj. g.s. © € X. To implicira da je u({x :
|fu(z) — f(x)] > €}) = 0zan > ng. Slijedi ||f, — flloo < € za¥Vn > np, odnosno
| f = flloo = 0 kad n — oc.

nece biti na ispitu, zainteresirani ¢itaoc dokaz moze pronaci u materijalima.

Neka je f € L. Kako je f izmjeriva to postoji (¢, ), niz jednostavnih izmjerivih f-ja
t.d. 0 < 1| <|po| <...<|f|ign — f po tackama i uniformno na skupu na kojem
je f ogranicena. Imamo da je | f| < || ||« g-s- Neka je E skup na kojem je f ogranicena,
tada je pE° = 0. Ovo znaci da je f ogranicenana F i ¢, =% f na E, pa na osnovu c)
slijedi ¢, = fu L*™.

O

Napomena. [ € [? < |f|P € L'

Napomena. ¢, = L?(IN) (sa mjerom prebrojavanja).

Propozicije o inkluzijama i normama L” prostora

Propozicija 12.2.3. Akoje 0 < p < g <r < 4oo,ondaje L? C [P+ L" tj. f € L! =
dge P heL"td f=g+ h.

Dokaz. Neka je f € L% Definirajmo skup £ := {z € X : |f(z)| > 1}. Tadaje X = E'W E“.
Definirajmo g := f - xgih := f - xge. Tada je ocito f = g + h, i imamo

Pokazimo da g € LP:

o =11 xe <10 [ [ = [laP i< (117 xedu< [1f7dn < 4,
X

odakle slijedi, g € L”.
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Pokazimoda h € L":

=1 v < U /[ = i< [ 170 < voe

Dakle, h € L".
Specijalni slu¢aj 7 = oo: Imamo |h| = |f] - xpe <1 = ||h]|loo <1 = heL>* O

Propozicija 12.2.4. Nekaje 0 < p < ¢ < r < 400. Onda je L” N L" C L9, i vrijedi (za bilo
koju mjeru p):

£l < IFI - 115,
zad€ (0,1)td. 1/g=A/p+(1—N)/r.

Dokaz. Slucaj r = oo: Neka f € LP N L*°. Vrijedi:

1/q
Jiswau= 151 du< i [19rdn= 150 101 < 0o /
Slijedi:
11 < WAIS? - WA = 10 < AP 110 = 1 A1

uz A = p/qir = co. Provjeraza A = p/q:

1/g=Xp+ (1 =XN/r=(p/q)/p+(1—p/q)/oc=1/q+0=1/q

Time je dokazano || f[l, < [[£II} - I FIl:
(Slucaj r # oo valjda za vj. ?) O

Propozicija 12.2.5. Akoje A # @10 < p < ¢ < +00, onda je (,(A) C £,(A). I vrijedi

1fllg < 11

Dokaz. Sluéaj g = +o00: Neka je f = (f(a))aca. Tada je
1flloc = esssuPaes |f(a)] = sup|f(a)]

Vrijedi:
1115 =sup|f W< IF@P =1£1E = 1fllee < [1£]lp-

aEA

Time smo dobili f € (,(A) = f € ((A).
Op¢i slucaj ¢ < +o00. Neka A = §. Imamo f € (,(A) = LP(A,u), gdje je v mjera
prebrojavanja. Slijedi > ., | f(c)[P < 400, §to znaci da je skup {|f(a)|} ograni¢en. Vrijedi:

/q
S IF@I = S @ - @) < 1L - S If@P = 1717 1712/

acA acA acA
Slijedi:
11l < AU AN < LI - (A2 = 11 Ly
jer smo iznad vidjeli da je || f|lo < |||l O
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Propozicija 12.2.6. Ako" je u(X) < +00i0 < p < ¢ < 400, onda je LP(X) DO LX), i
vrijedi || fll, < [ fllq - (n(X)H/P~1e,

Dokaz. Slu¢aj ¢ = oo: Neka f € L>°(X). Vrijedi:
p p p p p 1/p
1= [ v < [ 11 di =17 [ du=fl - w0 /
X b b

= |Ifllp < [ flloo - (NP = |[fllse - (u(X))/P7> < 400,

<oo,jer f€Loo <00, jer pu(X)<oo

Slucaj ¢ < +oo: Primjenjujemo Hélderovu nejednakost na integral [ | f|? - 1 dy. Biramo

eksponente p; = q/piqi = q/(q—p). Provjera eksponenata: 1/p;+1/q; = p/q+(q—p)/q = 1.
Oba eksponenta su strogo veca od 1 jer je p < g. Prema Holderovoj nejednakosti:

p/a (a—p)/q
1= [ 1 v ([ aseeran) ([ aoa)

= (frran) " ey

1/p
= 1 (u(x))aPe
= 1l < 11l - (B(X))SP/ED = || f[lg - (X)) 711,
Dakle, | ]|, < || f]l,(X)"/7~V/. -

Napomena. Mi || f||, moZemo racunati za Vp > 0, aliza 1 > p > 0 || f||, nece biti norma, ali
mi kao normu koristimo samo za ¢/p, a ¢/p > 1!

9"Qvo je Holder u biti"
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